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1 Ðÿäè Ôóð'¹.

Ó ñâiòi áàãàòî ïðîöåñiâ ìîäåëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Ãàðìîíi÷íå êîëèâàííÿ îïèñó¹-
òüñÿ ôóíêöi¹þ:

x(t) = asin(ωt+ ϕ),

a- öå àìïëiòóòà êîëèâàííÿ, ω−öå öèêëi÷íà ÷àñòîòà, ϕ � ïî÷àòêîâà ôàçà, ïåðiîäîì äëÿ öüîãî ïðîöåñó áóäå
2π
ω
.
x(t) = asinωt+ bcosωt = Asin(ωt+ ϕ) � ïðîñòà ãàðìîíiêà.
x(t) = A1sin(t+ ϕ) + A2sin(2t+ ϕ) + +...+ Ansin(nt+ ϕ) � ñêëàäíà ãàðìîíiêà.
!!!Çàäà÷à: ïðåäñòàâèòè ïåðiîäè÷íó ôóíêöiþ ÷åðåç íåñêií÷åííó ñóìó ïðîñòèõ ãàðìîíiê.

F (x) =
a0

2
+
∞∑
1

ancos
nπx

l
+ bnsin

nπx

l

íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹ ïåðiîäó 2l. 2l-ïåðiîäè÷íó ôóíêöiþ F ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä Ôóð'¹ ïåðiîäó 2l íà
âiäðiçêó [−l; l]. Êîåôiöi¹íòè òîäi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

an =
1

l

l∫
−l

f(x)cos
nπx

l
dx;

bn =
1

l

l∫
−l

f(x)sin
nπx

l
dx;

a0 =
1

l

l∫
−l

f(x)dx.

ßêùî f � ôóíêöiÿ ïàðíà, òîäi êîåôiöi¹íòè

an =
2

l

l∫
0

f(x)cos
nπx

l
dx;

bn = 0;

a0 =
2

l

l∫
0

f(x)dx.

ßêùî f � ôóíêöiÿ íåïàðíà, òîäi
an = 0;

bn =
2

l

l∫
0

f(x)sin
nπx

l
dx;

a0 = 0.

Â äàíèõ âèïàäêàõ êîðèñòó¹ìîñü ôàêòîì, ùî äëÿ ïàðíî¨ ôóíêöi¨ iíòåãðàë ïî ñèìåòðè÷íîìó âiäðiçêó
äîðiâíþ¹ äâîì iíòåãðàëàì ïî ïîëîâèíi âiäðiçêó. À iíòåãðàë âiä íåïàðíî¨ ôóíêöi¨ ïî ñèìåòðè÷íîìó âiäðiçêó
äîðiâíþ¹ 0.

Çàóâàãà:) ßêùî íà âiäðiçêó [−l; l] ôóíêöiÿ ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó-íå
ëÿêàéòåñü- òîäi ðÿä Ôóð'¹ â öèõ òî÷êàõ çáiãà¹òüñÿ äî íàñòóïíîãî çíà÷åííÿ

F (x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
,

ïðîñòî çâàæàéòå íà öi òî÷êè ðîçðèâó.
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Ïðèêëàä 1 Ðîçêëàñòè â ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöiþ f(x) = x íà a)[-1;1]; b) [0,1] ïî êîñèíóñàì êðàòíèõ äóã ç
ïåðiîäîì 2;c)[0,1] ïî ñèíóñàì êðàòíèõ äóã ç ïåðiîäîì 2.

Ôóíêöiÿ f(x) = x ¹ íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ, òîìó ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ñêëàäàòèìåòüñÿ òiëüêè ç ñèíóñiâ êðàòíèõ
äóã, òîìó ïóíêò à) i ñ) ñïiâïàäàþòü.

Êîåôiöi¹íòè an = 0, n = 0, 1, ... i bn = 2
∫ 1

0
xsinnπx = −2 x

nπ
cosnπx + 2 sinnπx

(nπ)2
|10 = − 2

nπ
cosnπ =

2
nπ

(−1)n+1.

Îòæå, x =
∑∞

1
2
nπ

(−1)n+1sinnπx, x ∈ [−1; 1].
b) ôóíêöiþ f(x) = x òðåáà ðîçêëàñòè ïî êîñèíóñàì êðàòíèõ äóã íà [0,1] ç ïåðiîä, öå îçíà÷à¹, ùî íà

âiäðiçêó [-1;1] ôóíêöiÿ ïîâèííà áóòè ïàðíà. Îòæå, ÿêùî ìà¹ìî y = f(x), x ∈ [0; 1], òîäi y = f(−x), x ∈
[−1; 0] i òîäi íà âiäðiçêó [-1;1] ôóíêöiÿ ïîâèííà ïàðíà, îòæå bn = 0, a an = 2

∫ 1

0
xcosnπx = 2 x

nπ
sinnπx +

2 cosnπx
(nπ)2

|10 = 2((−1)n−1)
(nπ)2

.

Îñêiëüêè, ó çíàìåííèêó çàìiñòü n ïiäñòàâèòè 0 íå ìîæåìî, òî ïðèéäåòüñÿ ïîðàõóâàòè a0 îêðåìî,
îòæå, a0 = 2

∫ 1

0
xdx = 1

Îòæå, x = 1
2

+
∑∞

1
2

(nπ)2
((−1)n − 1)cosnπx, x ∈ [0; 1].

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ç ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî âèäó, ÿêà ìà¹ òî÷êó ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó íà âiäðiçêó.

Ïðèêëàä 2 Ðîçêëàñòè â ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöiþ y =

{
−1 x ∈ (0, π]
2 x ∈ [−π; 0)
0 x = 0

ç ïåðiîäîì 2π.

Â äàíîìó ïðèêëàäi òðåáà ïîðàõóâàòè óñi êîåôiöi¹íòè, êðiì òîãî, âiäðiçîê iíòåãðóâàííÿ ïîòðiáíî
ðîçáèòè íà äâà, òîìó

an =
1

π
(

0∫
−π

2cosnxdx+

π∫
0

(−1)cosnxdx) =
1

π
(
2

n
sinnx|0−π −

1

n
sinnx|π0 ) = 0.

a0 =
1

π
(

0∫
−π

2dx+

π∫
0

(−1)dx) =
1

π
(2π − π) = 1,

bn =
1

π
(

0∫
−π

2sinnxdx+

π∫
0

(−1)sinnxdx) =
1

π
(− 2

n
cosnx|0−π+

1

n
cosnx|π0 ) =

1

π
(− 2

n
(1−(−1)n)+

1

n
(((−1)n−1)) =

3

nπ
(((−1)n−1)).

Îòæå, y = 1
2

+
∑∞

1
3
nπ

(((−1)n − 1))sinnx, x ∈ [−π; π]/{0}.
Òî÷êà 0- òî÷êà ðîçðèâó ñòðèáîê, ÷îìó äîðiâíþ¹ çíà÷åííÿ ðÿäó ó öié òî÷öi?

F (0) =
−1 + 2

2
=

1

2
.

À çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ iíàêøå 0, òîìó ôóíêöiþ ðîçêëàäà¹ìî â òî÷êàõ ¨¨ íåïåðåðâíîñòi.

ßê æå ïîøèðèòè öåé ðîçêëàä íà âèïàäîê êîëè âiäðiçîê íåñèìåòðè÷íèé?
Ðîçêëàäàòèìåìî ôóíêöiþ y = f(x) íà âiäðiçêó [a; b] ç ïåðiîäîì T = b− a. ßêùî ïîçíà÷èòè çà l = T

2
=

b−a
2
, òîäi êîåôiöi¹íòè äëÿ ðÿäó Ôóð'¹ â äàíîìó âèïàäêó ðàõóâàòèìåìî çà íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè.

an =
1

l

b∫
a

f(x)cos
nπx

l
dx;

bn =
1

l

b∫
a

f(x)sin
nπx

l
dx;

a0 =
1

l

b∫
a

f(x)dx.

Â íèõ âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ìåæi iíòåãðóâàííÿ.
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Ïðèêëàä 3 Ðîçêëàñòè â ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöiþ y = ex íà âiäðiçêó [2, 4] ç ïåðiîäîì 2.
Â äàíîìó ïðèêëàäi l = 2

2
= 1. Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè

an =

4∫
2

excosnπxdx

i

bn =

4∫
2

exsinnπxdx.

Â äàíîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî ñêîðèñòàâøèñü êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè i ôîðìóëîþ eiϕ = cosϕ+ isinϕ,
îá÷èñëèòè øâèäåíüêî äâà iíòåãðàëè ðàçîì(öå ìîæíà çðîáèòè îêðåìî ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè
ïî äâà ðàçè êîæíèé iíòåãðàë.)

Îòæå an+ibn =
∫ 4

2
ex(cosnπx+isinnπx)dx =

∫ 4

2
einπx+xdx = einπx+x

inπ+1
|42 = einπ4+4

inπ+1
− einπ2+2

inπ+1
= e4 cos4nπ+isin4nπ

1+inπ
−

e2 cos2nπ+isin2nπ
1+inπ

= (e4 − e2) 1−inπ
1+(nπ)2

.

Îòæå an = (e4 − e2) 1
1+(nπ)2

�äiéñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,ÿêå îòðèìàëè.

Âiäïîâiäíî bn = (−e4 + e2) nπ
1+(nπ)2

� óÿâíà ÷àñòèíà, êîåôiöi¹íò áiëÿ i.

Ùîá ïîðàõóâàòè a0 äîñòàòíüî ïiäñòàâèòè â an 0 çàìiñòü n, îòæå, a0 = (e4 − e2).
Òàêèì ÷èíîì, ðÿä Ôóð'¹ äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨

ex =
e4 − e2

2
+
∞∑
1

(e4 − e2)
1

1 + (nπ)2
cosnπx+ (−e4 + e2)

nπ

1 + (nπ)2
sinnπx, x ∈ [2; 4].

Â ôiçèöi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü i ïðàöþþòü ç êîìïëåêñíîþ ôîðìîþ ðÿäó Ôóð'¹.

f(x) =
+∞∑
−∞

cne
inπx
l ,

cn =
∫ l
−l f(x)e−

inπx
l dx = an−ibn

2
, c−n = an+ibn

2
�àìïëiòóäíèé ñïåêòð (âiäìiòèìî çàëåæíiñòü àìïëiòó-

äè âiä nπ
l
.) ϕn = −argcn�ôàçîâèé ñïåêòð.

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
1.Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ â äiéñíèé ðÿä Ôóð'¹ ïåðiîäó T
à) f(x) = 6x, x ∈ (−1, 2], T = 3
b)f(x) = |sinx|

c)f(x) =

{
3− x, x ∈ [0; 1)
4, x ∈ [1; 3)

d)f(x) = 2x− 1, x ∈ [0, 1], T = 2 ïî êîñèíóñàì êðàòíèõ äóã;
e) f(x) = 2x− 1, x ∈ [0, 1], T = 2 ïî ñèíóñàì êðàòíèõ äóã;
g)f(x) = 2x− 1, x ∈ [−1, 1], T = 2 ðîçêëàñòè â êîìïëåêñíèé ðÿä Ôóð'¹.
Äîìàøíÿ ðîáîòà.
1.Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ â äiéñíèé ðÿä Ôóð'¹ ïåðiîäó T à) f(x) = 6x2, x ∈ (−1, 2], T = 3
b)f(x) = |cosx

2
|

c)f(x) =

{
3− 2x, x ∈ [0; 1)
−x, x ∈ [1; 3)

d)f(x) = 2π − x, x ∈ [0, π], T = 2π ïî êîñèíóñàì êðàòíèõ äóã;
e) f(x) = 2π − x, x ∈ [0, π], T = 2π ïî ñèíóñàì êðàòíèõ äóã;
g)f(x) = e−x, x ∈ [−π, π], T = 2π ðîçêëàñòè â êîìïëåêñíèé ðÿä Ôóð'¹.
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2 Iíòåãðàë Ôóð'¹

Ç íåïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè òåæ õîòiëîñü ïðîðîáèòè ñõîæó ñèòóàöiþ, îêðåìèõ ãàðìîíiê îòðèìàòè íåìî-
æëèâî, òîìó ïåðåõîäèìî äî iíòåãðàëiâ.

ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ êóñêîâî-ìîíîòîííîþ i
∫∞
−∞ |f(x)|dx = Q <∞, òîäi

f(x) =
1

π

∞∫
−∞

f(t)

∞∫
0

cosω(t− x)dωdt =

∞∫
0

a(ω)cosωx+ b(ω)sinωxdω

� iíòåãðàë Ôóð'¹, äå
êîåôiöi¹íòè îá÷èñëþþòüñÿ çà íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè a(ω) = 1

π

∫∞
−∞ f(t)cosωtdt, -íóëüîâèé, ÿêùî ôóí-

êöiÿ íåïàðíà.
b(ω) = 1

π

∫∞
−∞ f(t)sinωtdt.�íóëüîâèé, ÿêùî ôóíêöiÿ ïàðíà.

Àíàëîãi÷íî äî ðÿäó Ôóð'¹, ÿêùî x0 ¹ òî÷êîþ ðîçðèâó ôóíêöi¨, òîäi äàíèé iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ äî çíà-
÷åííÿ

∞∫
0

a(ω)cosωx0 + b(ω)sinωx0dω =
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2
.

Ïðèêëàä 4 Çàïèñàòè iíòåãðàë Ôóð'¹ äëÿ ôóíêöi¨ y =

{
−ex, x ∈ (−∞; 0)
e−x, x ∈ (0;∞)

Äàíà ôóíêöiÿ íåïàðíà, îòæå a(ω) = 0,
Çàëèøèëîñü îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íò b(ω) = 2

π

∫∞
0
−e−tsinωtdt.

Îá÷èñëèìî iíòåãðàë îêðåìî
∫∞

0
e−tsinωtdt = Im

∫∞
0
e−teiωtdt = Im e−t+iωt

−1+iω
|∞0 = Im( lim

t→∞
e−teiωt

−1+iω
− e0

−1+iω
) =

Im(0 − −1−iω
1+ω2 ). Òóò ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî sinϕ = Imeiϕ, êîëè øóêà¹ìî ãðàíèöþ, êîðèñòó¹ìîñü òèì,

ùî |eiϕ| = 1, lim
t→∞

e−t = 0 äîáóòîê íåñêií÷åíî ìàëî¨ âåëè÷èíè i îáìåæåíî¨ âåëè÷èíè ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ.

Îòæå b(ω) = 2
π
Im( 1+iω

1+ω2 ) = 2ω
π(1+ω2)

.

Îòæå ôóíêöiÿ y =
∫∞

0
2ω

π(1+ω2)
sinωxdω.

Òî÷êà x0 = 0 ¹ òî÷êîþ ðîçðèâó i iíòåãðàë Ôóð'¹ â íié çáiãà¹òüñÿ äî
∫∞

0
2ω

π(1+ω2)
sinω0dω = −1+1

2
= 0.

Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó êîìïëåêñíié ôîðìi.

f(x) =
1√
2π
v.p.

∞∫
−∞

F (ω)eiωxdω

� iíòåãðàë Ôóð'¹ â êîìïëåêñíié ôîðìi(îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹).
Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F (ω) = 1√

2π

∫∞
−∞ f(x)e−iωxdx.

Ôóíêiÿ ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè C(ω) = 1√
2π
F (ω) = 1

2
(a(ω) − ib(ω)). Çàïèñóþ÷è iíòåãðàë Ôóð'¹ f(x) =

v.p.
∫∞
−∞C(ω)eiωxdω, ìè îòðèìó¹ìî ðîçêëàä ôóíêöi¨ íà êîìïëåêñíi ãàðìîíiêè eiωx ç êîìïëåêñíèìè àìïëi-

òóäàìè C(ω) i íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì ÷àñòîò ω ∈ (−∞;∞).√
2
π
|F (ω)|� àìïëiòóäíèé ñïåêòð ç íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì ÷àñòîò ω.

−argF (ω)� ôàçîâèé ñïåêòð.

Ïðèêëàä 5 Çàïèñàòè iíòåãðàë Ôóð'¹ â êîìïëåêñíié ôîðìi äëÿ ôóíêi¨ y =

{
ex, x < 0
0, x > 0
1
2
, x = 0.

Çíàéäåìî ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèñòèêó F (ω) = F (ω) = 1√
2π
v.p.

∫∞
−∞ f(x)eiωxdx = F (ω) = 1√

2π
v.p.

∫ 0

−∞ e
xeiωxdx =

lim
A→−∞

1√
2π

ex+iωx

1+iω
|0A = 1√

2π
e0

1+iω
= 1−iω√

2π(1+ω2)
.

Iíòåãðàë Ôóð'¹ â êîìïëåêñíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä f(x) = 1
2π

∫∞
−∞

1−iω
1+ω2 e

−iωxdω.

Òî÷êà x0 = 0 ¹ òî÷êîþ ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó òîìó iíòåãðàë Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ â öié òî÷öi äî 1
2π

∫∞
−∞

1−iω
1+ω2 e

−iω0dω =
0+1

2
= 1

2
.
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Çíàéäåìî àìïëiòóäíèé ñïåêòð
√

2
π
|F (ω)| =

√
2
π

√
1

2π

√
1+ω2

1+ω2 = 1
π
√

1+ω2

Ôàçîâèé ñïåêòð −argF (ω) = arctgω.

Àóäèòîðíà ðîáîòà.

1.Ðîçêëàñòè â iíòåãðàë Ôóð'¹ ó äiéñíié òà êîìïëåêñíié ôîðìàõ ôóíêöiþ y =
{
xe−x, x > 0
0, x ≤ 0

2.Ðîçêëàñòè â iíòåãðàë Ôóð'¹ ó äiéñíié òà êîìïëåêñíié ôîðìàõ ôóíêöiþ y = e−xsinx, x > 0, y(−x) =
−y(x).

Äîìàøíÿ ðîáîòà.

Ðîçêëàñòè â iíòåãðàë Ôóð'¹ ó äiéñíié òà êîìïëåêñíié ôîðìàõ ôóíêöiþ y =
{

2, 0 < x ≤ 1
e−x+1, x > 1 , y(−x) =

y(x).

3 Iíòåãðàëè, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ.

F (y) =

(b(y))∫
a(y)

f(x, y)dx−−

iíòåãðàë, ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó.
ßêùî ôóíêöi¨ òà ¨õ ïîõiäíi a, b, f, a′, b′, f ′y íåïåðåðâíi äëÿ y ∈ [c, d], òîäi F ′(y) =

∫ (b(y))

a(y)
f ′y(x, y)dx +

b′(y)f(b(y), y)− a′(y)f(a(y), y).
Iíòåãðàë Äiðiõëå

∫∞
0

sinax
x
dx = π

2
sgna.

Iíòåãðàë Åéëåðà-Ïóàñîíà
∫∞

0
e−x

2
dx =

√
π

2
.

Iíòåãðàëè Ôðåíåëÿ
∫∞

0
sinx2dx =

∫∞
0
cosx2dx = 1

2

√
π
2

Àóäèòîðíà ðîáîòà. 3713á,ã 3717, 3718á,ä, 3726, 3734
3793,3813,3816, 3804
Äîìàøíÿ ðîáîòà. 3713ä, 3718ã, 3721.2, 3729,3735,3795,
3815,3805

4 Ãàììà, Áåòà-ôóíêöi¨. Åéëåðîâi iíòåãðàëè.

Ãàììà-ôóíêöiÿ

Åéëåðîâèé iíòåãðàë 2-ãî ðîäó ,Ãàììà-ôóíêöiÿ ïðè α > 0 � öå iíòåãðàë

Γ(α) =

∞∫
0

xα−1e−xdx.

ßêùî ïîðàõóâàòè äàíèé iíòåãðàë ÷àñòèíàìè, òîäi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó âëàñòèâiñòü

Γ(α + 1) = αΓ(α).

Äiéñíî, Γ(α) =
∫∞

0
xα−1e−xdx = |u = e−x du = −e−x dv = xα−1 v = xα

α
| = e−x x

α

α
|∞0 + 1

α

∫∞
0
xαe−xdx =

1
α

Γ(α + 1).
Îòæå, ÿêùî n íàòóðàëüíå ÷èñëî i 0 < α < 1, òîäi ìà¹ìî ôîðìóëó ðîçøèðåííÿ

Γ(α + n) = (α + n− 1)(α + n− 2)...αΓ(α).

Îòæå, ÿêùî n íàòóðàëüíå ÷èñëî, òîäi
Γ(n+ 1) = n!.

Γ(1) =
∫∞

0
e−xdx = −e−x|∞0 = 1.

Γ(1
2
) =

∫∞
0

e−x√
x
dx = |x = t2 dx = 2tdt| = 2

∫∞
0
e−t

2
dt =

√
π.

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sin(πα)
.

Ïðèêëàä 6
∫∞

0
x4e−

3√xdx = |x = t3 dx = 3t2dt| =
∫∞

0
t12e−t3t2dt = 3Γ(15) = 3 ∗ 14!

ñ. 5
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Áåòà-ôóíêiÿ

Åéëåðiâ iíòåãðàë 1-ãî ðîäó, Áåòà-ôóíêöiÿ ïðåäñòàâëåíà iíòåãðàëîì

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1− x)β−1dx =

∞∫
0

xα−1dx

(1 + x)α+β
= B(β, α).

Ùîá äîâåñòè ùî Áåòà-ôóíêöiÿ ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî α, β òðåáà â ïåðøîìó iíòåãðàëi çðîáèòè çàìiíó
t = 1− x, dx = −dt B(α, β) =

∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx = −

∫ 0

1
tβ−1(1− t)α−1dx = B(β, α).

Çâ'ÿçîê ìiæ äâîìà iíòåãðàëàìè òåæ îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ:
∫ 1

0
xα−1(1 − x)β−1dx = |t = x

1−x x =
t

1+t
dx = dt

(1+t)2
| =

∫∞
0

tα−1

(1+t)α+β
dt.

Çâ'ÿçîê ìiæ ãàììà, áåòà-ôóíêöiÿìè

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Ïðèêëàä 7
∫ 1

0
x

2
3 (1− x 1

3 )4dx = |x = t3dx = 3t2dt| = 3
∫ 1

0
t4(1− t)4dx = B(5, 5) = Γ2(5)

Γ(10)
= 242

25!
.

Ïðèêëàä 8
∫∞

2
(x−2)

2
3 dx

(x+5)3
= |x − 2 = t| =

∫∞
0

t
5
3−1dt

(t+7)3
= 1

73−
5
3

∫∞
0

( t
7

)
5
3−1d t

7

( t
7

+1)3
= 1

7
4
3
B(5

3
, 4

3
) = 1

7
4
3

Γ( 5
3

)Γ( 4
3

)

Γ(3)
=

|ôîðìóëà ðîçøèðåííÿ äëÿ ãàììà-ôóíêöi¨| = 1

7
4
3

2
3

Γ( 2
3

) 1
3

Γ( 1
3

)

2
= |ôîðìóëà äîáóòêó ãàììà-ôóíêöié, ÿêùî ïàðàìåòðè â ñóìi äîðiâíþþòü 1| =

1

7
4
3

2
9
π

2sinπ
3

= 1

7
4
3

2
9
π√
3
.

Ïðèêëàä 9
∫ π

2

0
cosnxsinmxdx = |t = sin2x dx = dt

2
√
t
√

1−t cosx =
√

1− t tdown = 0 tup = sin2(π
2
) = 1| =

1
2

∫ 1

0
t
m−1

2 (1− t)n−1
2 dt = 1

2
B(m+1

2
; n+1

2
), m,n>-1.

Ïðèêëàä 10
∫ π

12

0
tg

1
3 3xdx = |y = 3x, dx = dy

3
ydown = 0, | = 1

3

∫ π
4

0
tg

1
3ydy = |t = sin2y dy = dt

2
√
t
√

1−t cosy =
√

1− t tdown = 0 tup = sin2(π
2
) = 1| = 1

6

∫ 1

0
t

1
3−1

2 (1− t)
− 1

3−1

2 dt = 1
6
B(2

3
; 1

3
) = 1

6
Γ(2

3
)Γ(1

3
) = π

3
√

3
.

Àóäèòîðíà ðîáîòà. � 3843,3845,3855, 3850, 3851, 3856,3857,3859,3861
Äîìàøíÿ ðîáîòà.
� 3844,3846,3848, 3853,3860,1.

∫ 0

−∞
3
√
et(1− et)8dt 2.

∫∞
0

(x4+x2)dx
(1+x4)2

; 3,
∫ π

2

0
sin3xdx

(1+ 1
2
cosx)4

.
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ÔÁÇ. Äèôåðåíöiþâàííÿ.

5 ×àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó, äèôåðåíöiàë ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó.

ÎÑÍÎÂÍÅ ÏÐÀÂÈËÎ ÏÎØÓÊÓ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÀ ÔÓÍÊÖI� ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌIÍÍÈÕ

du = u′xdx+ u′ydy.

!!! ßêùî ðàõó¹òå ïîõiäíó ïî õ, òîäi ó ââàæà¹òå ñòàëîþ, ÿêùî ïî ó, òî õ ââàæà¹òå ñòàëîþ.
Àóäèòîðíà ðîáîòà.
0. Ïîáóäóâàòè ëiíiþ àáî ïîâåðõíþ ðiâíÿ: a)z = x+ y, b)u = sign(sin(x2 + y2 + z2))
1. Îá÷èñëèòè ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó u′x, u′y, du a)u(x, y, z) = 3x4y2 − z8 + xz3;u(x, y) =

e2x−3 y
x , b)u(x, y, z) = sin(x2y3 − z4), c)u(x, y) = x−y

x+y
.

1)easy Îá÷èñëèòè ÷àñòèííi ïîõiäíi u′x, u′y, du a)u(x, y) = 2x−3 y
x
, b)u(x, y) = sin(x2y−4y), c)u(x, y) =

x
x+y

.

2) Äëÿ ôóíêöi¨ u = (x− y)(y − z)(z − x)ïåðåâiðèòè u′x + u′y + u′z = 0.
**3181,3185,3190,3212

5.1 ×àñòèííi ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiþ u = u(x, y). Äðóãà ÷àñòèííà ïîõiäíà ïî õ i ïî ó ìàòèìå âèãëÿä u(2)
xx = (u′x)′x, u(2)

yy =
(u′y)′y, ¹ ùå ìiøàíi ïîõiäíi(ÿêùî äðóãi ïîõiäíi íåïåðåðâíi, òîäi ïîðÿäîê çìiííèõ â äèôåðåíöiþâàííi íå
âàæëèâèé) u(2)

xy = u
(2)
yx = (u′y)′x = (u′x)′y.

Äðóãèé äèôåðåíöiàë òàêèì ÷èíîì øóêà¹ìî ç ôîðìóëè d2u = d(du) = u
(2)
xxdx2 + 2u

(2)
xy dxdy + u

(2)
yy dy2 =

( ∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy)2u.

Äèôåðåíöiàë n−ãî ïîðÿäêó ìîæíà øóêàòè ç ôîðìóëè(ìîæíà ¨¨ âèâåñòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìà-
òè÷íî¨ iíäóêöi¨) dnu = d(dn−1u) = ( ∂

∂x
dx+ ∂

∂y
dy)nu.

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
3) Îá÷èñëèòè du, d2u äëÿ ôóíêöié a)x2 − (2y − 3z)3; b)u = sin(5x+ 3xy).

4) Îá÷èñëèòè ∂4u
∂x∂y∂a∂b

, äëÿ ôóíêöi¨ u(x, y, a, b) = 1√
(x−a)2+(y−b)2.

5) Îá÷èñëèòè a)d3(sin(x2 + y2)), b)∂
3(xln(xy))
∂x2∂y

.

6) Çíàéòè f (m+n)
xmyn (0, 0) äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y) = exsiny.

7) Îá÷èñëèòè îïåðàòîð Ëàïëàñà 4u = u′′xx + u′′yy äëÿ u = ln
√
x2 + y2.

Äîìàøíÿ ðîáîòà.
3220,3216,3228,3242.
3264,3278,3282a)

6 Äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨.

I) Íåõàé ôóíêöiÿ u = u(t(x, y)),òîäi u′x = u′ ∗ t′x, a u′y = u′ ∗ t′y.
ßêùî òðåáà â äàíîìó âèïàäêó äðóãó ìiøàíó(íàïðèêëàä) ÷àñòèííó ïîõiäíó, òîäi u′′xy = (u′ ∗ t′x)y =

u′′ ∗ (t′x)2 + u′ ∗ t′′xy.

Ïðèêëàä 11 Îá÷èñëèòè äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç Lu = u′x + u′y äëÿ ôóíêöi¨ u = f(y − x). Îá÷èñëèòè
ìiøàíó ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ t = y − x îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî õ i ïî ó.t′x = −1, t′y = 1.Îòæå ÷àñòèííi ïîõiäíi
ôóíêöi¨ áóäóòü u′x = f ′ ∗ (−1) = −f ′, u′y = f ′ ∗ (1) = f ′. Òîäi Lu = u′x + u′y = −f ′+ f ′ = 0.

Òåïåð çíàéäåìî u′′xy = (−f ′(t))′y = −f ′′(t) ∗ t′y = −f ′′.
2. Ñïîñiá. B òàêèõ ôóíêöiÿõ äóæå çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ äèôåðåíöiàëàìè. df(x−y) = f ′(t)d(x−y) =

f ′(t)(dx− dy) = f ′(t)dx− f ′(t)dy. Êîåôiöi¹íò áiëÿ dx öå ïîõiäíà ïî õ, êîåôi¹íò áiëÿ dy öå ïîõiäíà ïî ó.
Äðóãèé äèôåðåíöiàë áóäå d2f(x − y) = d(f ′(t)d(x − y)) = df ′(t)d(x − y) + f ′(t)d(dx − dy) = f ′′(t)(dx −

dy)2 + f ′(t)(d2x − d2y) òóò d2x = d2y = 0 6= (dx2 = d(dx)), îñêiëüêè äðóãà ïîõiäíà âiä çìiííî¨ õ àáî ó
äîðiâíþ¹ 0. Òîìó d2f(x−y) = f ′′(t)(dx2−2dxdydy+d2y). Êîåôiöi¹íò áiëÿ dxdy ïîäiëåíèé íà 2 i ¹ ìiøàíîþ
÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó.

ñ. 7
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II). Íåõàé ôóíêöiÿ u = u(a(x, y), b(x, y)) òîäi u′x = u′a ∗ a′x + u′b ∗ b′x.

Ïðèêëàä 12 Îá÷èñëèòè äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç Lu = u′x + 2′y äëÿ ôóíêöi¨ u = f(2x− y, x
y
).

Ìà¹ìî ôóíêöi¨ a(x, y) = 2x− y, b(x, y) = x
y
.iiii a′x = 2, a′y = −1, b′x = 1

y
, b′y = − x

y2
.

Òåïåð âèïèøåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ïî õ u′x = u′a ∗ a′x + u′b ∗ b′x = u′a ∗ 2 + u′b ∗ 1
y
i ïî ó

u′y = u′a ∗ a′y + u′b ∗ b′y = u′a ∗ (−1) + u′b ∗ (− x
y2

).

Äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ìàòèìå âèãëÿä Lu = u′x + 2′y = u′a ∗ 2 + u′b ∗ 1
y

+ 2u′a ∗ (−1) + 2u′b ∗ (− x
y2

) =

u′b ∗ ( 1
y
− 2 x

y2
).

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
1.Îá÷èñëèòè ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî õ òà ó òà âèïèñàòè ïåðøèé òà äðóãèé äèôåðåíöiàëè äëÿ ôóíêöié

a)u = f(xy); b)u = f(x2 + y2 + z2).
2. Îá÷èñëèòè äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç Lu = xu′x − y′y äëÿ ôóíêöi¨ u = f(xy − yx).

3.Îá÷èñëèòè äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç Lu = u
(2)
xx + u

(2)
xy äëÿ ôóíêöi¨ u = u(x− y).

4. Ïåðåâiðèòè ÷è áóäå ôóíêiÿ z = eyf(ye
x2

2y2 ) ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (x2−y2)z′x+xyz′y =
xyz..

5. Îá÷èñëèòè ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî õ òà ó òà âèïèñàòè ïåðøèé òà äðóãèé äèôåðåíöiàë äëÿ ôóíêöié
a)u = u(x2 − y2, x+ 3y); b)u = f(2x− 3y + 7, xy).

6.Îá÷èñëèòè äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç Lu = 3u′x + 2u′y äëÿ ôóíêöi¨ u = f(2x− 3y, x2 − y2).

7. Îá÷èñëèòè äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç Lu = u
(2)
xx + u

(2)
y y − 2u

(2)
xy äëÿ ôóíêöi¨ u = f(x− y, x+ y).

Äîìàøíÿ ðîáîòà.
3289,3305,3307,3318
3295,3301,3308,3326.

7 Äèôåðåíöiþâàííÿ íåÿâíî çàäàíèõ ôóíêöié. Çàìiííà çìiííèõ ó
ðiâíÿííÿõ.

F (x, y, z(x, y)) = 0 � ôóíêöiÿ z(x, y) çàäàíà íåÿâíî.

zx = −F ′x
F ′z

, zx = −F ′x
F ′z

.

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
3385,3390,3395,3421
3431, 3434,3440,3481
Äîìàøíÿ ðîáîòà.
3384,3391,3396,3408,3425
3432,3435,3442,3482,3484

8 Ëîêàëüíi, ãëîáàëüíi òà óìîâíi åêñòðåìóìè ÿâíî çàäàíèõ ÔÁÇ.

Íåõàé ìè ìà¹ìî òàêèé âèðàç
∑n

i,j=1 aijdxidxj, âií ¹ òàê çâàíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ i ìîæíà âèçíà÷èòè
÷è öÿ ôîðìà äîäàòíüîâèçíà÷åíà,âiä'¹ìíîâèçíà÷åíà ÷è çíàêîçìiííà. Áóäó¹ìî ç ¨¨ âèãëÿäó ìàòðèöþ, ùî
âiäïîâiäà¹ öié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ïî äiàãîíàëi âèïèñó¹ìî êîåôiöi¹íòè aii, à íà iíøèõ ìiñöÿõ ïèøåìî
"íàïiâêîåôiöi¹íòè"aij

2
. Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèêè âñiõ ìàòðèöü ïî îñíîâíié äiàãîíàëi. Íàïðèêëàä, ÿêùî â

íàñ ôîðìà ìà¹ âèãëÿä 2dx2
1 +dx2

2−3dx2
3 +6dx1dx3−4dx2dx3, òîäi ¨¨ ìàòðèöÿ ìàòèìå âèãëÿä

(
2 0 3
0 1 −2
3 −2 −3

)
.

Ùîá äiçíàòèñÿ çíàê ôîðìè, òðåáà ïîðàõóâàòè âèçíà÷íèêè ç îñíîâíîþ äiàãîíàëëþ: δ1 = a11 = 2 >

0, δ2 = det
(

2 0
0 1

)
= 2 > 0, δ3 = det

(
2 0 3
0 1 −2
3 −2 −3

)
= −23 < 0.

ßêùî δ1 > 0, δ2 > 0, δ3 > 0 òîäi ôîðìà äîäàòíüîâèçíà÷åíà.
ßêùî δ1 < 0, δ2 > 0, δ3 < 0 òîäi ôîðìà âiä'¹ìíîâèçíà÷åíà.
ó iíøîìó âèïàäêó ôîðìà çíàêîçìiííà.
ßêùî ÿêèéñü ç âèçíà÷íèêiâ =0, òîäi ôîðìà íåâèçíà÷åíà.
Ïîøóê ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìà ÔÁÇ:
1) Âèïèñó¹ìî ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó i ïðèðiâíþ¹ìî äî 0. Øóêà¹ìî êðèòè÷íi òî÷êè(äå

ïîõiäíi =0 i íå iñíóþòü. )

ñ. 8
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2)Âèïèñó¹ìî äðóãèé äèôåðåíöiàë, ïiäñòàâëÿ¹ìî â íüîãî êîæíó êðèòè÷íó òî÷êó i äëÿ êîæíî¨ ôîðìè âè-
çíà÷à¹ìî çíàê çà äîïîìîãîþ âèçíà÷íèêiâ. ßêùî ôîðìà äîäàòíüîâèçíà÷åíà, òîäi òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó,
ÿêùî âiä'¹ìíîâèçíà÷åíà� òî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó, ÿêùî çíàêîçìiííà ôîðìà, òî òî÷êà íå ¹ åêñòðåìóìîì,
ÿêùî íåâèçíà÷åíà ôîðìà, òî ïåðåâiðÿ¹ìî òî÷êó íà ìàêñèìóì i ìiíiìóì çà ¨õ îçíà÷åííÿìè.

Óìîâíi åêñòðåìóìè. Çàäàíi ôóíêöiÿ u = u(x, y, z) i óìîâè ϕ1(x, y, z) = 0, ϕ2(x, y, z) = 0. Çàäà÷à:
îá÷èñëèòè åêñòðåìóìè ôóíêöié êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè.

1) Âèïèñó¹ìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà: L(x, y, z, λ1, λ2) = u+ λ1ϕ1 + λ2ϕ2.
2)Ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ç ðiâíÿííÿìè L′x = 0;L′y = 0, L′z = 0, ϕ1 = 0, ϕ2 = 0. Çíàõîäèìî êðèòè÷íi

òî÷êè.
3)Îá÷èñëþ¹ìî d2L â êðèòè÷íèõ òî÷êàõ, i äiçíà¹ìîñÿ çíàê âiäïîâiäíî¨ ôîðìè. ßêùî ôîðìà äîäàòíüîâè-

çíà÷åíà, òîäi òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó, ÿêùî âiä'¹ìíîâèçíà÷åíà� òî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó,
ÿêùî çíàêîçìiííà ôîðìà, òî òî÷êà íå ¹ åêñòðåìóìîì, ÿêùî íåâèçíà÷åíà ôîðìà, òî ïåðåâiðÿ¹ìî òî÷êó
íà ìàêñèìóì i ìiíiìóì çà ¨õ îçíà÷åííÿìè.

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
1.Äîñëiäèòè íàñòóïíi ôîðìè íà çíàê: a)9x2 + 4dxdy + dy2; b)5dx2 − 4dxdy + dy2; c)9x2 + 8dxdy +

dy2; d)− 9x2 + 4dxdy − dy2; e)4dxdy.
2. Çíàéòè ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ a)u(x, y, z) = x2 +y2 +z2 +2x+2y−4z; b)u(x, y) = x3 +y3−3xy.
3. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóìè ôóíêöi¨:
à)u(x, y) = x3 − x2y − 3lny.
b)u(x, y) = x4 + y3 − 3xy2.
4. Îá÷èñëèòè åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ a) u = x2 + y2 ïðè óìîâi 2x+ y − 5 = 0.
b) u(x, y) = xy, ïðè óìîâi x2 + y2 = 2.
c)u(x, y, z) = x2 + y2 + 2z2, ïðè óìîâi x− y + z = 1.
5. Âèçíà÷èòè ãëîáàëüíi åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ z = x− 2y− 3 â îáëàñòi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x+ y ≤ 1.
Äîìàøíÿ ðîáîòà. 3626,3642,3656,3659, 3677.
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9 Ïîäâiéíi iíòåãðàëè.∫∫
G
f(x, y)dxdy − −ïîäâiéíèé iíòåãðàë, äå G îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ, f iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ, dxdy-åëåìåíò

ïëîùi.
Ùîá îá÷èñëèòè òàêèé iíòåãðàë, ïîòðiáíî ïåðåéòè äî ïîâòîðþâàëüíîãî iíòåãðàëó, äëÿ öüîãî ðîçñòàâèìî

ìåæi, çàïèñó¹ìî ïåðøèé (çàâíiøíié) iíòåãðàë ç ÷èñëîâèìè ìåæàìè (âèáèðà¹ìî ÿê çìiíþ¹òüñÿ îäíà iç
çìiííèõ)i äðóãèé iíòåãðàë ìåæi ìîæóòü áóòè ôóíêöiÿìè(ÿê â îáëàñòi çìiíþ¹òüñÿ äðóãà çìiííà âiä îäíî¨
êðèâî¨ äî äðóãî¨ êðèâî¨.)∫∫

G
f(x, y)dxdy =

∫ b
a
(
∫ b(x)

a(x)
f(x, y)dy)dx.

Iíîäi òðåáà çìiíèòè ñèñòåìó êîîðäèíàò x = x(u, v), y = y(u, v), u, v ∈ T òîäi
∫∫

T
f(u, v)|∂(x,y)

∂(u,v)
|dudv.

Äëÿ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ âàæëèâîþ ¹ ïîëÿðíà ñèñòåìà x = rcosϕ, y = rsinϕ, r, ϕ ∈ T òîäi
∫∫

T
f(r, ϕ)rdrdϕ.

Çâiäêè â iíòåãðàëi ç'ÿâèâñÿ rdrdϕ, öå i ¹ dxdy = |∂(x,y)
∂(r,ϕ)

|drdϕ.
∂(x, y)

∂(r, ϕ)
= det

(
x′r y′r
x′ϕ y′ϕ

)
= det

(
cosϕ sinϕ
−rsinϕ rcosϕ

)
= r.

!!Îòæå ÿêùî âè ïåðåéøëè äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè x = rcosϕ, y = rsinϕ, r, ϕ ∈ T , òîäi íå çàáóâàéòå, ùî
dxdy = rdrdϕ.

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè
1.
∫∫

D
(x+ y)dxdy, D-êâàäðàò ç öåíòðîì â ò. (0 ;0) i ñòîðîíîþ äîâæèíè 2.

2.
∫∫

D
dxdy

1+x−y , D:{x ∈ [0; 1], 0 ≤ y ≤ x}.
3. Îá÷èñëèòè ìàñó ïëàñòèíêè òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè (0;0),(1;1),(2;0) ç ãóñòèíîþ f(x, y) = sin(x− y).
4. Îá÷èñëèòè ìàñó ïëàñòèíêè ïàðàëåëîãðàìà ç âåðøèíàìè (0;0),(1;1),(2;1),(1;0) ç ãóñòèíîþ f(x, y) =

e3y−2x.
5.
∫∫

D
ysin(yx)dxdy, ∂D = {xy = 1, y = 0, 1 ≤ x ≤ 2}.

6.Çìiíiòü ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â iíòåãðàëi
∫ 1

−1

∫ 1−x2
−
√

1−x2 f(x, y)dydx.

7. Îá÷èñëiòü ïëîùó êiëüöÿ 1 ≤ (x− 2)2 + y2 ≤ 4.

8.Îá÷èñëiòü ïëîùó ôiãóðè îáìåæåíî¨ åëiïñîì x2

4
+ y2

9
= 1.

9.
∫∫

D
(xy + 1)dxdy ïî îáëàñòi D : 1 ≤ xy ≤ 4, 2x ≤ y ≤ 4x.

Äîìàøíÿ ðîáîòà.
3917, 3920, 3926, 3945, 3955, 3968,3964.

10 Êðèâîëiíiéíi iíòåãðàëè 1-ãî ðîäó.

Êðèâîëiíiéíèì iíòåãðàëîì 1-ãî ðîäó íàçèâà¹òüñÿ∫
Γ

f(x, y, z)dl,

äå Γ � êðèâà ïî ÿêié iíòåãðóþòü, dl� åëåìåíò äîâæèíè, ÿêèé îá÷èñëþ¹òüñÿ â çàëåæíîñòi âiä çàäàííÿ êðèâî¨
Γ.

Ðîçãëÿíåìî âàðiàíòè, êîëè Γ çàäàíà íà ïëîùèíi, òîáòî çìiííèõ òiëüêè 2: õ,ó.
* ßêùî êðèâà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî, òîáòî Γ = {(x, y)|x = x(t), y = y(t), t ∈ [a; b]}, òîäi dl =√

(x‘(t))2 + (y‘(t))2dt. Òàêèì ÷èíîì áóäåìî îá÷èñëþâàòè íàñòóïíèé iíòåãðàë

∫
Γ

f(x, y)dl =

b∫
a

f(x(t), y(t))
√

(x‘(t))2 + (y‘(t))2dt.

** ßêùî êðèâà Γ = {(x, y)|y = y(x), x ∈ [a; b]}, òîäi dl =
√

1 + (y‘(x))2dx. Òàêèì ÷èíîì áóäåìî
îá÷èñëþâàòè íàñòóïíèé iíòåãðàë

∫
Γ

f(x, y)dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + (y‘(x))2dx.

ñ. 10
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Êîëè Γ çàäàíà â ïðîñòîði, òîáòî çìiííèõ 3: õ,ó,z, òîäi ôîðìóëè äóæå ñõîæi òðåáà äîäàâàòè ïiä êîðåíåì
ùå (z‘(t))2.

Âëàñòèâîñòi êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó 1-ãî ðîäó:
(1) ∫

ΓAB

f(x, y, z)dl =

∫
ΓBA

f(x, y, z)dl

� ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ íå çàëåæèòü âiä íàïðÿìêó iíòåãðóâàííÿ.
(2)
∫

ΓAB
af(x, y, z) + bg(x, y, z)dl = a

∫
ΓAB

f(x, y, z)dl + b
∫

ΓAB
g(x, y, z)dl.

(3)
∫

Γ1∪Γ2
f(x, y, z)dl =

∫
Γ1
f(x, y, z)dl+

∫
Γ2
f(x, y, z)dl.ßêùî ó âàñ êðèâà ç êóòîâîþ òî÷êîþ, òî îáîâ'ÿçêîâî

ðîçáèâàéòå ¨¨ íà äâi.
(4)
∫

Γ
f(x, y, z)dl� öå ìàñà äðîòèíè ÿêà îïèñó¹òüñÿ ÿê êðèâà Γ ç ãóñòèíîþ f(x, y, z).

(5)
∫

ΓAB
dl äîâæèíà êðèâî¨ ΓAB.

Ïðèêëàä 13 Îá÷èñëèòè äîâæèíó êîëà ç öåíòðîì â 0 ðàäióñà 2.
Êîëî ìîæíà îïèñàòè ïàðàìåòðè÷íî, ÿêùî çà ïàðàìåòð âçÿòè êóò íàõèëó äî îñi ÎÕ Γ = {(x, y)|x =

2cost, y = 2sint, t ∈ [0; 2π)}.
Ïîòðiáíî îá÷èñëèòè äîâæèíó, òîìó îá÷èñëþ¹ìî iíòåãðàë

∮
Γ
dl. Ñïåðøó ïîðàõó¹ìî åëåìåíò äîâæèíè

dl =
√

(−2sint)2 + 4cos2tdt = 2dt. Îòæå l(Γ) =
∫ 2π

0
2dt = 4π.

Ïðèêëàä 14 Îá÷èñëèòè I =
∮

Γ
(y − x)dl, äå Γ = y = x2, x ∈ [0, 1), y = 2− x, x ∈ [1; 2], y = 0, x ∈ (0; 2)-

êðèâîëiíiéíèé òðèêóòíèê.
Äàíèé òðèêóòíèê áóäåìî iíòåãðóâàòè ïî òðüîõ ñòîðîíàõ îêðåìî, à âiäïîâiäü öå áóäå ñóìà òðüîõ

ðåçóëüòàòiâ.
Îòæå, ðàõó¹ìî I1 =

∫
y=x2,x∈[0,1)

(y−x)dl1, dl1 =
√

1 + (2x)2dx I1 =
∫ 1

0
(x2−x)

√
1 + 4x2dx =

∫ 1

0
x2
√

1 + 4x2dx−∫ 1

0
x
√

1 + 4x2dx = i11 − i12,

i12 =
∫ 1

0
x
√

1 + 4x2dx = 1
2

∫ 1

0
(1 + 4x2)

1
2dx2 = 1

12
(1 + 4x2)

3
2 |10 = 1

12
(5)

3
2 − 1

12
.

i11 =
∫ 1

0
x2
√

1 + 4x2dx = |3-òÿ ïiäñòàíîâêà ×åáèøåâà, àëå òðåáà ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèòè| =
∫ 1

0
x3
√
x−2 + 4dx =

|x−2 + 4 = t2, x = (t2 − 4)−
1
2 , dx = −t(t2 − 4)−

3
2dt, td = ∞, tu =

√
5| =

∫∞√
5

t2dt
(t2−4)3

= |u = t?du = dt, dv =
t

(t2−4)3dt,v=− 1
4

1
(t2−4)2

| = − t
4(t2−4)2

|∞√
5
+ 1

4

∫∞√
5

dt
(t2−4)2

= |ÌÍÊ| = −
√

5
4

+ 1
4
( 1

16

∫∞√
5

dt
(t−2)2

+ 1
16

∫∞√
5

dt
(t+2)2

− 1
32

∫∞√
5

dt
(t−2)

+

1
32

∫∞√
5

dt
(t+2)

) = −
√

5
4

+ 1
4
(− 1

16(t−2)
− 1

16(t+2)
+ 1

32
ln |t+2|
|t−2|)|

∞√
5

= −
√

5
4

+ 1
4
( 1

16(
√

5−2)
+ 1

16(
√

5+2)
− 1

32
ln |
√

5+2|
|
√

5−2|).

Îòæå

I1 = −
√

5

4
+

1

4
(

1

16(
√

5− 2)
+

1

16(
√

5 + 2)
− 1

32
ln
|
√

5 + 2|
|
√

5− 2|
)− 1

12
(5)

3
2 +

1

12
.

Ðàõó¹ìî êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë ïî äðóãié ñòîðîíi: I2 =
∫
y=2−x,x∈[1,2)

(y − x)dl2, dl2 =
√

1 + (−1)2dx =
√

2dx, òîäi I2 =
∫ 2

1
(2− x− x)

√
2dx = 2x− 2x

2

2
|21 = 2− 3 = −1.

Çàëèøèëàñÿ òðåòÿ ñòîðîíà I3 =
∫
y=0,x∈[0,2)

(y − x)dl3, ïîðàõó¹ìî åëåìåíò äîâæèíè
√

1 + 0dx = dx.

I3 =
∫ 2

0
(−x)dx = −2.

Îòæå I =
∫

Γ
(y − x)dl = −

√
5

4
+ 1

4
( 1

16(
√

5−2)
+ 1

16(
√

5+2)
− 1

32
ln |
√

5+2|
|
√

5−2|)− 3.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä â ïðîñòîði:

Ïðèêëàä 15 Îá÷èñëèòè ìàñó äðîòèíè ç ãóñòèíîþ f(x, y, z) = z äðîòèíà çiãíóòà ïî êðèâié Γ =
{(x, y, z)|x = 4cost, y = 4sint, z = 4t, t ∈ [0, 2π]}.

Ìàñó ïîðàõó¹ìî çà äîïîìîãîþ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà m(Γ) =
∫

Γ
f(x, y, z)dl.

Â äàíîìó ïðèêëàäi ïîðàõó¹ìî dl =
√

(−4sint)2 + (4cost)2 + 16dt = 4
√

2dt.

Îòæå m =
∫ 2π

0
4t4
√

2dt = 16
√

2 t
2

2
|2π0 = 32

√
2π2.
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Àóäèòîðíà ðîáîòà.
Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíi iíòåãðàëè: 1)

∮
Γ

dl
x+y+3

, Γ � òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè A = (−1; 0), B = (1; 0), C =

(0; 2).

2)
∮

Γ
xdl, Γ : x2

9
+ y2

4
= 1.

3) Îá÷èñëèòè äîâæèíó êðèâî¨ Γ = {(x, y, z) : x = t, y =
√

3t2, z = 2t3, t ∈ [0; 1]}.
4) 4222, 4226, 4230, 4244.1 Äîìàøíÿ ðîáîòà.
Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíi iíòåãðàëè: 1)

∮
Γ

dl
y−x+3

, Γ � òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè A = (0; 0), B = (2; 1), C =

(2; 4).
2)
∮

Γ
(x2 + y2)dl, Γ : x2 + y2 = 2y.

3) Îá÷èñëèòè äîâæèíó êðèâî¨ Γ = {(x, y) : y =
√

(4− x)3, x ∈ [−5; 4]}. 4)4242,4239,4224.

11 Êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó.

Êðèâîëiíiéíèì iíòåãðàëîì 2-ãî ðîäó íàçèâà¹òüñÿ∫
Γ+

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz,

äå Γ+ � äîäàòíüî îði¹íòîâàíà êðèâà áåç òî÷îê ñàìîïåðåòèíó, ïî ÿêié iíòåãðóþòü ç R3,∫
Γ+

P (x, y)dx+Q(x, y)dy,

äå Γ+ � äîäàòíüî îði¹íòîâàíà êðèâà áåç òî÷îê ñàìîïåðåòèíó, ïî ÿêié iíòåãðóþòü ç R2.
Ðîçãëÿíåìî âàðiàíòè, êîëè Γ çàäàíà íà ïëîùèíi, òîáòî çìiííèõ òiëüêè 2: õ,ó.
* ßêùî êðèâà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî, òîáòî Γ = {(x, y)|x = x(t), y = y(t), t ∈ [a; b]}, ðîçãëÿäà¹ìî äî-

äàòíþ îði¹íòàöiþ êðèâî¨� ó íàïðÿìêó çðîñòàííÿ ïàðàìåòðà, òîäi áóäåìî îá÷èñëþâàòè íàñòóïíèé iíòåãðàë

∫
Γ+

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

b∫
a

(P (x(t), y(t))x‘(t) +Q(x(t), y(t))y‘(t)dt.

Ïðèêëàä 16 Îá÷èñëèòè ðîáîòó ñèëè (y;x) ÿêùî ìàòåðiàëüíà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî âåðõíüîìó ïiâêîëó
ðàäióñà 2, ç öåíòðîì â 0 â ïðîòèãîäèííèêîâîìó íàïðÿìêó.

Îòæå, îá÷èñëèòè òðåáà
∫

Γ+
=
∫
x=2cost, y=2sint,t∈[0,π]

ydx + xdy =
∫ π

0
(2sint(−2sint) + (2cost)2)dt =∫ π

0
4cos2tdt = 2sin2t|π0 = 0.

** ßêùî êðèâà Γ = {(x, y)|y = y(x), x ∈ [a; b]}, ó íàïðÿìêó çðîñòàííÿ çìiííî¨ x, òîäi áóäåìî îá÷è-
ñëþâàòè íàñòóïíèé iíòåãðàë

∫
Γ+

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

b∫
a

(P (x, y(x))) +Q(x, y(x))y‘(x)dx.

Ïðèêëàä 17 Îá÷èñëèòè
∮

Γ+
xdx + ydy, äå Γ = {y = x2, x ∈ [0, 1), y = 2 − x, x ∈ [1; 2], y = 0, x ∈ (0; 2)}-

êðèâîëiíiéíèé òðèêóòíèê, ïðîõîäèìî ïðîòèãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.∮
Γ+
xdx+ ydy =

∫
Γ1+

xdx+ ydy +
∫

Γ2+
xdx+ ydy +

∫
Γ3+

xdx+ ydy = I1 + I2 + I3.

I1 =
∫
{y=0,x∈[0;2]}+ xdx+ ydy =

∫ 2

0
xdx = 2.

I2 =
∫
{y=2−x,x∈[2;1]}+ xdx+ ydy =

∫ 1

2
(x− (2− x))dx = 2x

2

2
− 2x|12 = −3− (2− 4) = −1.

I3 =
∫
{y=x2,x∈[1;0]}+ xdx+ ydy =

∫ 0

1
(x+ 2x3)dx = −1

2
− 2

4
= −1.∮

Γ+
xdx+ ydy = 2− 1− 1 = 0.

ñ. 12
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***Êîëè Γ = {(x, y, z)|x = x(t), y = y(t), z = z(t) t ∈ [a; b]}ó íàïðÿìêó çðîñòàííÿ ïàðàìåòðà, çàäàíà â
ïðîñòîði, òîáòî çìiííèõ 3: õ,ó,z, òîäi ôîðìóëè

∫
Γ+

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+R(x, y, z)dz =

b∫
a

(P (x(t), y(t), z(t))x‘(t)+Q(x(t), y(t), z(t))y‘(t)dt+R(x(t), y(t), z(t))z‘(t),

Ïðèêëàä 18 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫

Γ+
(x−y)dx−dy+(x2 +y2)dz, äå Γ = {(x, y, z)|x = 4cost, y = 4sint, z =

4t, t ∈ [0, 2π]}.∫
Γ+

(x − y)dx − dy + (x2 + y2)dz = int2π0 ((4cost − 4sint)(−4sint) − 4cost + 64)dt = 8cos2t + 4 t
2
− 4 sin2t

2
−

4sint+ 64t|2π0 = 4π + 128π = 132π.

Âëàñòèâîñòi êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó 2-ãî ðîäó:
(1) ∫

ΓAB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = −
∫

ΓBA

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

� ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ çàëåæèòü âiä íàïðÿìêó iíòåãðóâàííÿ.
!!!dxdy=-dydx!!!-êîëè êðèâà îði¹íòîâàíà.
(2)
∫

Γ1∪Γ2
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫
Γ1
P (x, y)dx+Q(x, y)dy+

∫
Γ2
P (x, y)dx+Q(x, y)dy. ßêùî ó âàñ êðèâà

ç êóòîâîþ òî÷êîþ, òî îáîâ'ÿçêîâî ðîçáèâàéòå ¨¨ íà äâi.
(3)

∫
ΓAB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy� öå ðîáîòà ñèëè ~F = (P,Q) ïðèêëàäåíî¨ äî ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ÿêà
ðóõà¹òüñÿ ïî êðèâié ΓAB.

(5)
∮

Γ
P (x, y)dx + Q(x, y)dy� öå öèðêóëÿöiÿ ñèëè ~F = (P,Q) ïðèêëàäåíî¨ äî ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ÿêà

ðóõà¹òüñÿ ïî çàìêíåíié êðèâié Γ+ (ðóõà¹øñÿ â äîäàòíüîìó íàïðÿìêó ïî êðèâié i çàìêíåíà îáëàñòü çàëè-
øà¹òüñÿ çàâæäè ïî ëiâó ðóêó).

Ïîâíèé äèôåðåíöiàë. Âèðàç P (x, y)dx + Q(x, y)dy ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì,ÿêùî ìîæíà ïiäiáðàòè
ôóíêöiþ òàêó ùî P (x, y)dx + Q(x, y)dy = dF = F ‘xdx + F ‘ydy, öå ìîæëèâî òîäi, êîëè F“xy = F“yx ⇔
P ‘y = Q‘x.

Ïðèêëàä 19 Íàïðèêëàä, xdy + ydx öå ïîâíèé äèôåðåíöiàë. P = y, P ‘y = 1 àíàëîãi÷íî Q = x,Q‘x =
1 îòæå P ‘y = Q‘x = 1. Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ÿêøî òðiøêè ïîäóìàòè, òî ìîæíà îäðàçó íàïèñàòè, ùî
xdy + ydx = d(xy) Îòæå, F (x, y) = xy. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ ïîòåíöiàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a = (x, y).

A ðîçãëÿíåìî −xdy + ydx.P = y, P ‘y = 1 àíàëîãi÷íî Q = −x,Q‘x = −1 îòæå P ‘y =6= Q‘x. Âèðàç íå ¹
ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì i ïîòåíöiàë çíàéòè äëÿ òàêîãî ïîëÿ íåìîæëèâî.

Òâåðäæåííÿ. ßêùî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì Pdx+
Qdy = dF , òîäi à) ÿêùî iíòåãðàë ïî çàìêíåíié êðèâié, òîäi âií äîðiâíþ¹ 0

∮
Γ
Pdx+Qdy = 0,

á)ÿêùî âiä òî÷êè À äî òî÷êè Â, òîäi çíà÷åííÿ iíòåãðàëà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êðèâî¨ iíòåãðóâàííÿ,
â)
∫

ΓAB
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫ xB
xA

P (x, yA)dx+
∫ yB
yA

Q(xB, y)dy = F (B)− F (A).

Ïðèêëàä 20 Îá÷èñëèòè
∮
x2

9
+ y2

4
=1
ydx+ xdy.

Âè ìîæåòå îá÷èñëèòè iíòåãðàë ïàðìåòðèçóâàâøè åëiïñ x = 3cost, y = 2sint, t ∈ [0; 2π].
À ìîæíà ïåðåâiðèòè ÷è áóäå ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì. Òàê âîíà ¹ ïîâíèì

äèôåðåíöiàëîì. Â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi âæå öå äîâåëè. Îòæå äàíèé iíòåãðàë äîðiâíþ¹ 0.

Ïðèêëàä 21 Îá÷èñëèòè
∮

(AB)
ydx+ xdy,A = (−1; 2)B = (2, 3).

Îñêiëüêè, ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì, òî ìè ìîæåìî iíòåãðóâàòè ïî áóäü-ÿêié
êðèâié ç òî÷êè À äî òî÷êè Â.

Íàïðèêëàä, ìîæåìî çíàéòè, ÿêà ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç öi äâi òî÷êè: y−2
3−2

= x+1
2+1

, y = 7
3

+ x
3
. I ïîðàõó-

âàòè iíòåãðàë ïî öié ïðÿìié x ∈ [−1; 2].

À ìîæåìî ïîðàõóâàòè
∮

(AB)
ydx+ xdy =

∫ 2

−1
2dx+

∫ 3

2
2dy = 2 ∗ 3 + 2 ∗ (3− 2) = 8.

Àáî ìîæåìî ïîðàõóâàòè çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëó:
∮

(AB)
ydx+ xdy =

∫ (2;3)

(−1;2)
d(xy) = xy|(2;3)

(−1;2) = 2 ∗ 3−
(−2) = 8.

ñ. 13



10 ñi÷íÿ 2019 ð.

Ïðèêëàä 22 Çíàéòè ïîòåíöiàë ïîëÿ (−y2sinx+ 1
y

+ yexy; 2ycosx− x
y2

+ xyxy).

Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî ÷è çìîæåìî ìè çíàéòè ïîòåíöiàë äëÿ öüîãî ïîëÿ. ×àñòèííi ïîõiäíi P ′y =
−2ysinx− 1

y2
+ exy + yxexy, Q′x = −2ysinx− 1

y2
+ exy + yxexy ðiâíi, îòæå âèðàç (−y2sinx + 1

y
+ yexy)dx +

(2ycosx− x
y2

+ xyxy)dy ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì, ÿê æå çíàéòè ïîòåíöiàë?
Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë 2-ãî ðîäó âiä ÿêî¨ñü ïî÷àòêîâî¨ äîâiëüíî¨ òî÷êè íà-

ïðèêëàä(0;0) äî òî÷êè (Õ;Ó). Â äàíîìó âèïàäêó äiëåííÿ íà ó ïðèñóòí¹, òîìó 0 íå ïiäõîäèòü âiçüìåìî

òî÷êó(0;1).
∫ (X;Y )

(0;1)
(−y2sinx+ 1

y
+yexy)dx+(2ycosx− x

y2
+xexy)dy =

∫ X
0

(−12sinx+ 1
1

+1ex1)dx+
∫ Y

1
(2ycosX−

X
y2

+XeXy)dy = cosX +X + eX − 1 + cosX(Y 2 − 1) + X
Y
− x+ eXY − eX = U(X, Y )− U(1, 0).

Ôîðìóëà Ãðiíà.

Ðîçãëÿíåìî êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë íà ïëîùèíi ïî çàìêíåíié êðèâié:∮
Γ+

P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

ßêùî P,Q, P ′y, Q′x íåïåðåðâíi â çàìêíåíié ìíîæèíi D îáìåæåíié êðèâîþ Γ+, òîäi∮
Γ+

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

(Q′x − P ′y)dxdy.

Ïðèêëàä 23 Îá÷èñëèìî iíòåãðàë
∮
x2

9
+ y2

4
=1
ydx+ xdy =

∫∫
x2

9
+ y2

4
≤1

(1− 1)dxdy = 0.

Ïðèêëàä 24 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∮
x2+y2=9

(x− 2y)dx+ (y − 2x)dy.

Ïåðøèé ñïîñiá: ïàðàìåòðèçó¹ìî êîëî x = 3cost, y = 3sint∮
x2+y2=9

(x− 2y)dx+ (y− 2x)dy =
∫ 2π

0
((9cost− 6sint)(−3sint) + (3sint− 6cost)3cost)dt =

∫ 2π

0
18cos2tdt =

9sin2t|2π0 = 0.
Äðóãèé ñïîñiá Ôîðìóëà Ãðiíà. Ôóíêöi¨ i ¨õ ïîõiäíi íåïåðåðâíi â ñåðåäèíi êðóãà, òîìó

∮
x2+y2=9

(x −
2y)dx+ (y − 2x)dy =

∫∫
x2

9
+ y2

4
≤1

(−2− (−2))dxdy = 0.

Òðåòié ñïîñiá: ïåðåâiðÿ¹ìî ÷è ïîâíèé äèôåðåíöiàë: P ′y = Q′x = −2. Iíòåãðàë ïî çàìêíåíié êðèâié âiä
ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà äîðiâíþ¹ 0.

Ïðèêëàä 25 Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (sin2x− 2cos(x+ y))dx− 2cos(x+ y)dy = 0.

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
1)Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë áåçïîñåðåäíüî i çà ôîðìóëîþ Ãðiíà äå ìîæíà.
à)
∫

Γ−
y2dx− x2dy, äå Γ = {y = x, x ∈ [0; 1], y = 2x− x2, x ∈ [1; 2], y = 0, x ∈ [2; 0].}

b)
∫
x2

4
+ y2

9
=1

(x2 − y)dx+ (y2 + x)dy.

c))
∫
x2+y2=4

xdx−ydy
x2+y2

.

d)
∫

(x−4)2+(y−4)2=4
xdx−ydy
x2+y2

. 2. Îá÷èñëèòè
∫

Γ+

dx+dy
|x|+|y| ïî òðèêóòíèêó ç âåðøèíàìè A=(-1;-1), B=(0,1), C=(1;-

1) îáõiä ïðîòèãîäèííèêîâèé íàïðÿìîê.
3. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè ïî ïðîñòîðîâèì êðèâèì
à)
∫

Γ+
(y2 − z2)dx + 2yzdy + x2dz, äå êðèâó Γ = {x = t, y = t2, z = t3, t ∈ (0, 1)} îáõîäèìî ó íàïðÿìêó

çðîñòàííÿ ïàðàìåòðà.
á)Îá÷èñëèòè öèðêóëÿöiþ

∫
Γ+

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz, âçäîâæ ìåæi ñôåðè÷íîãî òðèêóòíèêà,
óòâîðåíîãî ïåðåòèíîì îäèíè÷íî¨ ñôåðè ç öåíòðîì (0;0;0) ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè â ïåðøîìó îêòàíòi,
ïðîõîäèòüñÿ ïðîòèãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

4.Ïåðåñâiä÷èâøèñü, ùî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì îá÷èñëèòè íàñòóïíi iíòåãðàëè:
à)
∫ (4,1)

(−2;3)
(dx
y
− xdy

y2
).

b)
∫ (1,

√
π)

(−π; 1√
2

)
(x3 + y2sin(xy2))dx+ (y − 2yxsin(y2x))dy.

c)
∫ (3;−4;5)

(1;2;−4)
(y + 2zx+ yxy−1)dx+ (x+ xylnx)dy + (x2 + z3)dz.

ñ. 14
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5) Çíàéòè ïåðâiñíó ôóíêöi¨: dz =
(

1
x
− 3x2√y − 2xsin(x2 + y2)

)
dx−

(
1
y

+ x3

2
√
y

+ 2ysin(x2 + y2)
)
dy.

Äîìàøíÿ ðîáîòà.
4253, 4255,4257,
4263, 4266,
4280,4285,4290, 4295.
4297,4298, 4303

12 Ïîòðiéíèé iíòåãðàë

Ïîòðiéíèì iíòåãðàëîì íàçèâàþòü iíòåãðàë
∫∫∫

V
f(x, y, z)dxdydz äå V � ïîâåðõíÿ ïî ÿêié iíòåãðóþòü, f−−

iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ, dxdydz −− åëåìåíò îá'¹ìó.
Ùîá ðàõóâàòè òàêi iíòåãðàëè òðåáà ïðîåêòóâàòè òiëî íà îäíó ç êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí i âèïèñóâàòè ÿê

çìiíþ¹òüñÿ ÿêà çìiííà, òàêèì ÷èíîì ïåðåõîäèìî äî ïîâòîðþâàëüíîãî iíòåãðàëó.
Àóäèòîðíà ðîáîòà. 1. Îá÷èñëèòè

∫∫∫
x+y+z≤1,x,y,z≥0

dxdydz
(1+x+y+z)4

.

2. Ðîçñòàâèòè â iíòåãðàëi ìåæi áóäü-ÿêèì ñïîñîáîì
∫∫∫

V
f(x, y, z)dxdydz

à) V = {x2 + y2 = 1, z ∈ [0, 1]};
b)V = {x2 + y2 = 1− z, z ∈ [0, 1]};
c) V = {

√
x2 + y2 = z, z ∈ [0, 1]};

3. Îá÷èñëèòè
∫∫∫

V
xyzdxdydz, äå V ïiðàìiäà ç âåðøèíàìè (0; 0; 0), (1; 0; 1), (0; 1; 1), (1; 0; 0), (0; 1; 0).

4.Îá÷èñëèòè îá'¹ì åëiïñî¨äà x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 4.

5. Îá÷èñëèòè
∫∫∫

x2+y2+z2≤2z

√
x2 + y2 + z2dxdydz.

6. Îá÷èñëèòè
∫∫∫

1−(x2+y2)≥z2,0≤z≤1

√
x2 + y2dxdydz.

7.Îá÷èñëèòè
∫∫∫

x2+y2≤2−z,0≤z≤2
ex

2+y2dxdydz.

Äîìàøíÿ ðîáîòà.
4078,4080,4087,4091,4106,4176.

13 Ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè 1-ãî ðîäó.

Ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì 1-ãî ðîäó íàçèâà¹òüñÿ∫∫
S

f(x, y, z)ds,

äå S− ïîâåðõíÿ ïî ÿêié iíòåãðóþòü, f - iíòåãðîâíà ïî ïîâåðõíi ôóíêöiÿ, ds- åëåìåíò ïëîùi ïîâåðõíi.
Â çàëåæíîñòi âiä òîãî ÿê îïèñàíà ïîâåðõíÿ S ðàõó¹òüñÿ ds.
* Íåõàé D = npX0Y S i S = {(x, y, z)|z = z(x, y)}, òîäi ds =

√
1 + (z′x)2 + (z′y)2dxdy i

∫∫
S
f(x, y, z)ds =∫∫

D
f(x, y, z(x, y))

√
1 + (z′x)2 + (z′y)2dxdy.

Ïðèêëàä 26 Îá÷èñëèòè ìàñó îäíîðiäíî¨ ïîâåðõíi z = x2 + y2 ùî âiäòèíà¹òüñÿ ïîâåðõíåþ z = 1.
Äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàñè îäíîðiäíî¨ ïëàñòèíè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì 1-ãî ðîäó

m =
∫∫

z=x2+y2,0≤z≤1
ds. Åëåìåíò ïëîùi ds =

√
1 + 4x2 + 4y2dxdy, (x, y) : x2+y2 ≤ 1. Êîëè ÿ áà÷ó êðóã îäðà-

çó äóìàþ ïðî ïîëÿðíó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = rcosϕ, y = r sinϕ, íàì ïîòðiáåí ùå ÿêîáiàí dxdy = rdrdϕ
i ðàäióñ r ∈ [0; 1], à êóò çìiíþ¹òüñÿ ϕ ∈ [0, 2π]. Îòæå ìàñà äîðiâíþ¹m =

∫∫
z=x2+y2,0≤z≤1

√
1 + 4x2 + 4y2dxdy =∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 + 4r2rdrdϕ = 2π 1

12
(1 + 4r2)

3
2 |10 = π

6
(5

3
2 − 1).

** ßêùî âàðòî ïåðåéòè äî iíøî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ïðè îïèñi ïîâåðõíi S : x = x(u, v), y = y(u, v), z =
z(u, v), (u, v) ∈ D, òîäi òðåáà îá÷èñëèòè äîäàòêîâi âåëå÷èíè:

E = (x′u)2 + (y′u)2 + (z′u)2

F = (x′v)2 + (y′v)2 + (z′v)2

G = (x′u)(x′v) + (y′u)(y′v) + (z′u)(z′v).
Òîäi åëåìåíò ïëîùi îá÷èñëþâàòèìåòüñÿ çà ôîðìóëîþ ds =

√
EG− F 2 i iíòåãðàë ìàòèìå âèãëÿä

∫∫
S
f(x, y, z)ds =∫∫

D
f(u, v)

√
EG− F 2dudv.
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Ïðèêëàä 27 Ïîïåðåäíié ïðèêëàä ìîæíà áóëî á ðîçâ'ÿçàòè îäðàçó â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò:x =
rcosϕ, y = r sinϕ, z = z. Ìè iíòåãðó¹ìî ïî ïîâåðõíi z = x2 + y2 = r2. Îòæå íàøà ïîâåðõíÿ S : x =
rcosϕ, y = r sinϕ, z = r2, r ∈ [0; 1], ϕ ∈ [0; 2π].

Òîäi ùîá ïîðàõóâàòè ds îá÷èñëþ¹ìî ÷îìó äîðiâíþþòü êâàäðàò âåêòîðà ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ óñiõ
çìiííèõ ïî çìiííié r: E = (x′r)2 + (y′r)2 + (z′r)2 = cos2ϕ+ sin2ϕ+ (2r)2 = 1 + 4r2,

îá÷èñëþ¹ìî ÷îìó äîðiâíþþòü êâàäðàò âåêòîðà ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ óñiõ çìiííèõ ïî çìiííié ϕ: F =
(x′ϕ)2 + (y′ϕ)2 + (z′ϕ)2 = r2sin2ϕ+ r2cos2ϕ = r2.

À òåïåð ñêàëÿðíèé äîáóòîê öèõ äâîõ âåêòîðiâ:E = (x′r)x′ϕ + (y′r)y′ϕ + (z′r)(z′ϕ) = −rsinϕcosϕ +
rcosϕ sinϕ+ (2r)2 ∗ 0 = 0.

Îòæå, ds =
√
r2(1 + 4r2)drdϕ.

Òîìó ìàñà ïëàñòèíè ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó äîðiâíþ¹ m =
∫∫

z=x2+y2,0≤z≤1
ds
∫ 2π

0

∫ 1

0
r
√

1 + 4r2drdϕ =

2π 1
12

(1 + 4r2)
3
2 |10 = π

6
(5

3
2 − 1).

Àóäèòîðíà ðîáîòà. 1. Îá÷èñëèòè ìàñó ïëàñòèíè S : x
2

+ y
3

+ z
4

= 1, x, y, z ≥ 0 ç ãóñòèíîþ f(x, y, z) =

2z + 2x+ 4
3
y.

2.Îá÷èñëèòè ìàñó âåðõíüî¨ ïiâñôåðè S : x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0 ç ãóñòèíîþ f(x, y, z) = 2z.(îá÷èñëèòè
2-ìà ñïîñîáàìè)

3. Îá÷èñëèòè
∫∫

S
ds

x2+y2+z2
, S : x2 + y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 1.

Äîìàøíÿ ðîáîòà.
4342,4343,4344,4345.

14 Ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè 2-ãî ðîäó.

Ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì äðóãîãî ðîäó íàçèâà¹òüñÿ
∫∫

S+
P (x, y, z)dydz+Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy,

äå S+ äâîñòîðîííÿ îði¹íòîâàíà ïîâåðõíÿ ç çîâíiøíüîþ íîðìàëëþ ~n = (cosα; cosβ; cos γ) íàïðÿìíi êîñè-
íóñè, P,Q,R − − iíòåãðîâíi ïî ïîâåðõíi ôóíêöi¨, i âiäïîâiäíi åëåìåíòè ïëîùi dydz = cosαds, dzdx =
cosβds, dxdy = cosγds.

Ìiæ ïîâåðõíåâèìè iíòåãðàëàìè ìîæíà ïðîâåñòè íàñòóïíèé çâ'ÿçîê∫∫
S+

(P (x, y, z)dydz+Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy) =

∫∫
S+

(P (x, y, z)cosα+Q(x, y, z)cosβ+R(x, y, z)cosγ)ds.

Ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë 2-ãî ðîäó îá÷èñëþ¹ ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ (P, Q, R) ÷åðåç ïîâåðõíþ S ïðîòèëå-
æíîìó íàïðÿìêó âiä íîðìàëi.

!!!dxdy = −dydx; −dzdy = dydz; dzdx = −dxdz!!!
!! ßêùî ïîâåðõíÿ çàäàíà S : z = z(x, y) òîäi íîðìàëü ìà¹ âèãëÿä ~n = 1√

1+(z′x)2+(z′y)2
(±z′x;±z′y;∓1).

Òåîðåìà Ãàóñà-Îñòðîãðàäñüêîãî.
Íåõàé â çàìêíåíîìó òiëi V ç ìåæåþ-ïîâåðõíåþ S çàäàíi ôóíêöi¨ (P,Q,R) çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî

ïîðÿäêó íåïåðåðâíi. Òîäi∫∫
S+

(P (x, y, z)dydz+Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy) =

∫∫∫
V

(P ′x+Q′y+R′z)dxdydz =

∫∫∫
V

div((P,Q,R))dxdydz

Àóäèòîðíà ðîáîòà.
1. Îá÷èñëèòè ïîòiê âåêòîðà (x,y,z) ÷åðåç îäèíè÷íèé êóá [0; 1]3 ç çîâíiøíüîþ íîðìàëëþ.
2. Îá÷èñëèòè ïîòiê âåêòîðà xz;−yz;xy ÷åðåç çîâíiøíþ ïîâåðõíþ S : x− y + z = 1, x, y, z ≥ 0.
3. Îá÷èñëèòè

∫∫
S
xdydz+2ydzdx+(x+z)dxdy, äå S− ïîâåðõíÿ òðèêóòíèêà A(0; 0; 0), B(1; 3; 0)C(1, 3, 1)

êóò ìiæ (~n, 0x) ãîñòðèé.
4.Îá÷èñëèòè

∫∫
S+

(vecr, ~n)ds, äå S −− çàìêíåíà ïîâåðõíÿ óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ äâîõ ïîâåðõîíü z =

x2 + y2, 4− z = x2 + y2 (áåçïîñåðåäíüî i çà òåîðåìîþ Ãàóñà-Îñòðîãðàäñüêîãî.)
5.Îá÷èñëèòè

∫∫
S
zdxdy äå S : x2

4
+ y2

1
6 + z2

9
= 1, z ≥ 0 çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïîâåðõíi.

6.Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∮
L
(x + y)dx + 2ydy + (x + z)dz, L : x2 + y2 = 1, x + z = 2. áåçïîñåðåäíüî i çà

ôîðìóëîþ Ñòîêñà.
7. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

∮
L
ydx + (y + z)dy + (3x + z)dz), L : x + y + z = 1, x, y, z ≥ 0 áåçïîñåðåäíüî i çà

ôîðìóëîþ Ñòîêñà.
Äîìàøíÿ ðîáîòà. 4363á4364,4365,4370,4371,4388,4390.
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15 Òåîðiÿ ïîëÿ.

Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî â öüîìó ðîçäiëi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨.
Êàæóòü, ùî çàäàíî ñêàëÿðíå ïîëå â îáëàñòi G , ÿêùî êîæíié òî÷öi M îáëàñòi ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-

íiñòü äåÿêå ÷èñëî f(M).
Òåìïåðàòóðà íà êàðòi Óêðà¨íè-ñêàëÿðíå ïîëå:)
Íåõàé G ⊂ R3 Ãðàäi¹íòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â òî÷öi Ì íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ â

öié òî÷öi
gradf(M) = (f ′x, f ′y, f ′z)|M .

Îïåðàòîð íàáëà öå âåêòîð ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ∇ = ( ∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

).

∇f = gradf.

Íåõàé â äåÿêié òî÷öi Ì çàäàíèé âåêòîð l, ïîõiäíîþ çà íàïðÿìêîì l ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ò. Ì

∂f

∂~l
(M) =

f ′xl1 + f ′yl2 + f ′zl3
|~l|

|M =
(gradf(M),~l)

|~l|
.

Ïîõiäíà ôóíêöii çà íàïðÿìêîì äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ òiëüêè çà íàïðÿìêîì gradf i òàê
â áóäü-ÿêié òî÷öi äå ãðàäi¹íò íåíóëüîâèé, öå íàïðÿìîê íàéáiëüøîãî ðîñòó ôóíêöi¨, à |gradf | � öå øâèäêiñòü
çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ ó öüîìó íàïðÿìêó.

Ãåîìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü ãðàäi¹íòó gradf(M0) 6= ~0� öå íîðìàëü äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî ïîâåðõíi f(x, y, z)
â òî÷öi M0.

Êàæóòü, ùî çàäàíî âåêòîðíå ïîëå â îáëàñòi G , ÿêùî êîæíié òî÷öi M ∈ G îáëàñòi ñòàâèòüñÿ ó
âiäïîâiäíiñòü äåÿêèé âåêòîð ~a(M) = (P (M), Q(M), R(M).

Íàïðèêëàä ãðàâiòàöiéíå ïîëå. Óÿâiòü ïîëå ç êâiòî÷êàìè, ëåãåíüêî äìå âiòåðåöü, ôiêñó¹ìî ÷àñ, âèáè-
ðà¹ìî òî÷êó íà ïîëi i ñòàâèìî ¨é ó âiäïîâiäíiñòü íàïðÿìîê êóäè äìå âiòåð�îòðèìó¹ìî âåêòîðíå ïîëå â
êîíêðåòíèé ìîìåíò ÷àñó. Àíàëîãi÷íî ìîæåìî ðîçãëÿíóòè âåêòîðíå ïîëå øâèäêîñòåé âiòðó â êîæíié òî÷öi.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a(M) = (P (M), Q(M), R(M) âèçíà÷åíà âåëè÷èíà äèâåðãåíöiÿ div~a = P ′x+Q′y+
R′z.

Íà ïîïåðåäíiõ ïàðàõ ìè ç âàìè ðîçãëÿíóëè ïîíÿòòÿ ïîòiê ðå÷îâèíè ÷åðåç ïîâåðõíþ � öå êiëüêiñòü
ðå÷îâèíè ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç îði¹íòîâàíó ïîâåðõíþ çà îäèíèöþ ÷àñó ç øâèäêiñòþ (P,Q,R) -

∏
S(P,Q,R) =∫∫

S+
((P,Q,R)), ~nds. Íåõàé ìà¹ìî ïîâåðõíþ âiêíà, ó âiêíî äó¹ âiòåð, n íîðìàëü çîâíiøíÿ(íà âóëèöþ). Â

êîæíié òî÷öi âiêíà, âèçíà÷åíèé âåêòîð øâèäêîñòi âiòðó (P,Q,R).
ßêùî

∏
S(P,Q,R) > 0 òî ïîâiòðÿ âèõîäèòü ç êiìíàòè. Ó êiìíàòi ïðèñóòí¹ äæåðåëî.

ßêùî
∏

S(P,Q,R) < 0, òîäi âiòåð çàäóâà¹ ó êiìíàòó. Ó êiìíàòi ïîãëèíà÷.
ßêùî

∏
S(P,Q,R) = 0, òîäi âñå, ùî âèõîäèòü êîìïåíñó¹òüñÿ òèì, ùî çàõîäèòü.

Äèâåðãåíöiÿ ïîâ'ÿçàíà ç ïîòîêîì, i âêàçó¹ íà íàÿâíiñòü äæåðåëà, ïîãëèíà÷à(ñòîêó), àáî íà òå ùî ïîëå
øâèäêîñòåé ¹ ñîëåíî¨äàëüíèì(áåç äæåðåë i ñòîêiâ.) Ïîòiê äîðiâíþ¹ 0.

Ùå îäíà âåëè÷èíà ïîâ'ÿçàíà ç âåêòîðíèì ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ ðîòîðîì(âèõðîì) i ðàõó¹òüñÿ íàñòóïíèì
÷èíîì

rot(P,Q,R) = det

(
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

)
= (R′y −Q′z, P ′z −R′x, Q′x − P ′y).

Ðîòîð âêàçó¹ ÷è ¹ â ïîëi âèõîðè i ÿê âîíè íàïðÿìëåíi. ßêùî äëÿ ïîëÿ ðîòîð íóëüîâèé, òî òàêå ïîëå
áåçâèõðîâå. Öèðêóëÿöiÿ â òàêîìó ïîëi ïî çàìêíåíié êðèâié íóëüîâà.

Âåêòîðíå ïîëå ~a = (P,Q,R) íàçâåìî ïîòåíöiàëüíèì, ÿêùî âîíî äîðiâíþ¹ ãðàäi¹íòó ÿêîãîñü ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ ~a = gradf , ôóíêöiÿ f�öå ïîòåíöiàë ïîëÿ.

Ïîëå ïîòåíöiàëüíå, òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âîíî áåçâèõðîâå rot~a = 0.
Òîäi ðîáîòà âåêòîðíîãî ïîëÿ ç ò.À â ò.Â íå çàëåæèòü âiä êðèâî¨, ùî ç'¹äíó¹ öi òî÷êè i ìîæíà îá÷èñëèòè

ïîòåíöiàë ïîëÿ f(B)− f(A) =
∫
AB

Pdx+Qdy +Rdz.
Àóäèòîðíà ðîáîòà.
1. Îá÷èñëèòè ãðàäi¹íò ïîëÿ â ò. Ì i ïîõiäíó çà íàïðÿìêîì, ÿêùî ïîëå çàäàíî ôóíêöi¹þ u =

√
x2 + y2 + z2, M =

(1, 2,−2), l = (1,−1,−1). Îá÷èñëèòè â öié òî÷öi íàïðÿìîê i âåëè÷èíó íàéáiëüøî¨ øâèäêîñòi ðîñòó ôóí-
êöi¨.

2.Íåõàé r =
√
x2 + y2 + z2, ~r = (x, y, z). Îá÷èñëèòè

a)div(1
r
~r + rot r

x
~r); b)divgrad( r

x
+ r4)

c)graddiv(1
r
~r + rot r

x
~r); d)rotgrad( r

x
+ r4).

3. ×è ïîëå ~a = ~r(r2 − 1
r
) ïîòåíöiàëüíå? Âèçíà÷òå ïîòåíöiàë ó ðàçi ïîçèòèâíî¨ âiäïîâiäi.
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4. Ïåðåâiðèòè ñîëåíî¨äàëüíiñòü ïîëÿ u = x(z2 − y2)i+ y(x2 − z2)j + z(y2 − x2)k.
5. Îá÷èñëèòè
a)grad(~c, ~r); b)rot(u(x, y, z)~a(x, y, z); c)div(u(x, y, z)~a(x, y, z).
Äîìàøíÿ ðîáîòà.
http://matphys.rpd.univ.kiev.ua/wp/wp-content/uploads/2016/12/IndTasks_MA.pdf Ïî÷èíàþ÷è çi ñòî-

ðiíêè 27. Ó êîæíîãî ñâié âàðiàíò.
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