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1 Гамма, Бета-функцiї. Ейлеровi iнтеграли.
Гамма-функцiя
Ейлеровий iнтеграл 2-го роду ,Гамма-функцiєю при α > 0 -це iнтеграл

Γ(α) =

∞∫
0

xα−1e−xdx.

Якщо порахувати даний iнтеграл частинами, тодi отримаємо наступну властивiсть

Γ(α + 1) = αΓ(α).

Отже,Γ(α) =
∫∞

0
xα−1e−xdx = |u = e−x du = −e−x dv = xα−1 v = xα

α
| = e−x x

α

α
|∞0 + 1

α

∫∞
0
xαe−xdx =

1
α

Γ(α + 1).
Отже, якщо n натуральне число i 0 < α < 1, тодi маємо формулу розширення

Γ(α + n) = (α + n− 1)(α + n− 2)...αΓ(α).

Отже, якщо n натуральне число, тодi
Γ(n+ 1) = n!.

Γ(1) =
∫∞

0
e−xdx = −e−x|∞0 = 1.

Γ(1
2
) =

∫∞
0

e−x√
x
dx = |x = t2 dx = 2tdt| = 2

∫∞
0
e−t

2
dt =

√
π.

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sin(πα)
.

Приклад 1
∫∞

0
x4e−

3√xdx = |x = t3 dx = 3t2dt| =
∫∞

0
t12e−t3t2dt = 3Γ(15) = 3 ∗ 14!

Бета-функiя
Ейлерiв iнтеграл 1-го роду, Бета-функцiя представлена iнтегралом

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1− x)β−1dx =

∞∫
0

xα−1dx

(1 + x)α+β
= B(β, α).

Щоб довести що Бета-функцiя симетрична вiдносно α, β треба в першому iнтегралi зробити замiну
t = 1− x, dx = −dt B(α, β) =

∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx = −

∫ 0

1
tβ−1(1− t)α−1dx = B(β, α).

Зв’язок мiж двома iнтегралами теж отримується замiною:
∫ 1

0
xα−1(1 − x)β−1dx = |t = x

1−x x =
t

1+t
dx = dt

(1+t)2
| =

∫∞
0

tα−1

(1+t)α+β
dt.

Зв’язок мiж гамма, бета-функцiями

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Приклад 2
∫ 1

0
x

2
3 (1− x 1

3 )4dx = |x = t3dx = 3t2dt| = 3
∫ 1

0
t4(1− t)4dx = B(5, 5) = Γ2(5)

Γ(10)
= 242

25!
.

Приклад 3
∫∞

2
(x−2)

2
3 dx

(x+5)3
= |x − 2 = t| =

∫∞
0

t
5
3−1dt

(t+7)3
= 1

73−
5
3

∫∞
0

( t
7

)
5
3−1d t

7

( t
7

+1)3
= 1

7
4
3
B(5

3
, 4

3
) = 1

7
4
3

Γ( 5
3

)Γ( 4
3

)

Γ(3)
=

|формула розширення для гамма-функцiї| = 1

7
4
3

2
3

Γ( 2
3

) 1
3

Γ( 1
3

)

2
= |формула добутку гамма-функцiй, якщо параметри в сумi дорiвнюють 1| =

1

7
4
3

2
9
π

2sinπ
3

= 1

7
4
3

2
9
π√
3
.

Приклад 4
∫ π

2

0
cosnxsinmxdx = |t = sin2x dx = dt

2
√
t
√

1−t cosx =
√

1− t tdown = 0 tup = sin2(π
2
) = 1| =

1
2

∫ 1

0
t
m−1

2 (1− t)n−1
2 dt = 1

2
B(m+1

2
; n+1

2
), m,n>-1.
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Приклад 5
∫ π

12

0
tg

1
3 3xdx = |y = 3xdx = dy

3
ydown = 0, | = 1

3

∫ π
4

0
tg

1
3ydy = |t = sin2y dy = dt

2
√
t
√

1−t cosy =
√

1− t tdown = 0 tup = sin2(π
2
) = 1| = 1

6

∫ 1

0
t

1
3−1

2 (1− t)
− 1

3−1

2 dt = 1
6
B(2

3
; 1

3
) = 1

6
Γ(2

3
)Γ(1

3
) = π

3
√

3
.

Обчислити наступнi iнтеграли:
1.1

∫∞
0

dx
(2+x4)2

1.2
∫ 1

0
dx

4√1−x3
;

2.1
∫∞

0

4√xdx
(9+x2)2

2.2
∫ 1

−1
dx

3√1−x2
;

3.1
∫∞

0
dx

(1+x3)5
3.2

∫ 1

−1
dx

5
√

(1−x)3(1+x)2
;

4.1
∫ 1

0
ln

2
3xdx[t = lnx] 4.2

∫ 2

−2
dx

3
√

(2−x)2(2+x)
;

5.1
∫∞

0

4√xdx
(4+
√
x3)2

5.2
∫ π

2

0
sin27xdx;

6.1
∫ 0

−∞
3
√
et(1− et)8dt 6.2

∫∞
0

(x4+x2)dx
(1+x4)2

;

7.1
∫∞

0
dx

(4+x2)8
7.2

∫ π
2

0

5
√
sin7xcos9xdx;

8.1
∫∞

0
(x6+x4)dx

(1+x4)3
8.2

∫ π
2

0
cos15xdx;

9.1
∫∞

0

6√xdx
9+x2

9.2
∫ 1

0

8
√
x(1−x)3dx

x
;

10.1
∫∞

0
dx

8√
x3(2+

√
x)3

10.2
∫ π

2

0
3

√
cos13x
sinx

dx;

11.1
∫∞

0
dx√

(1+x2)17
11.2

∫ π
2

0
3

√
sin19x
cosx

dx;

12.1
∫∞

0
(x2+x4)dx

(1+x4)4
12.2

∫∞
0

8√xdx
(4+x2)2

;

13.1
∫ π

2

0
sin3xdx

(1+ 1
2
cosx)4

, [cosx = t] 13.2
∫∞

0

4√
x11dx

(8+x3)2
;

14.1
∫ 3

0

√
3−x
x
dx, 14.2

∫∞
0

√
xdx

(1+x2)8
;

15.1
∫ π

2

0
sin3xdx

(1+ 1
3
cosx)2

, [cosx = t] 15.2
∫∞

0

3√
x2dx

32+x5
;

16.1
∫∞

0

√
xdx

(1+5x2)2
16.2

∫∞
0

4
√
e−t(1− e−t)10dt;

2 Ряди числовi
Числовим рядом називається вираз

∑∞
n=n0

an, an ∈ R.
Частинною N-тою сумою називається сума до N -го члена включно SN = an0 +an0+1 + ...+aN . Якщо

iснує lim
N→∞

SN = S i вона скiнченна, тодi ряд називається збiжним , якщо границя нескiнченна або не
iснує, тодi ряд називається розбiжним.

Приклад 6
∑

n≥0
(1

2
)n = lim

N→∞

∑N
n=0(1

2
)n = |сума N членiв геометричної прогресiї дорiвнює a1(1−qN )

1−q | =

lim
N→∞

1(1−( 1
2

)N

1− 1
2

= 2. Цей ряд збiжний.

Приклад 7
∑

n≥0
(−1)n = lim

N→∞

∑N
n=0(−1)n Якщо N− парне, тодi SN = 1, якщо N− непарнe, тодi SN = 0

, тому границi не iснує отже, ряд розбiжний.

Приклад 8
∑

n≥0
(1) = lim

N→∞

∑N
n=0 1 = lim

N→+∞
(N + 1) = +∞. Oтже, ряд розбiжний.

Не всi суми можна обчислити як у прикладi, тому є ряд ознак за допомогою яких ми взагалi можемо
дiзнатися чи ряди збiжнi чи розбiжнi.

НЕОБХIДНА УМОВА ЗБIЖНОСТI (НУЗ)
Ряд

∑∞
n=n0

an збiгається, тодi an → 0, n→∞.
Бiльш важливiшим є наслiдок з НУЗа:
Якщо lim

n→∞
an 6= 0, тодi ряд розбiжний.

Отже ряд
∑

n≥0
1 розбiжний оскiльки an = 1 i lim

n→∞
an 6= 0.
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Але з того, що an → 0, n → ∞ не випливає, що ряд збiгається. Наприклад, гармонiчний ряд
∑

n≥1

1
n

розбiжний, але an = 1
n
→ 0, n → ∞. Цей ряд дуже важливий в теорiї рядiв, в цiлому як i узагальнений

гармонiчний ряд
∑

n≥1

1
n
nα. Цей ряд збiгається , якщо α > 1 i розбiгається, якщо α ≤ 1. Для доведення

цього можемо скористатися iнтегральною ознакою , наприклад.
Iнтегральна ознака. an = a(n), iнтеграл

∫∞
n0
a(n)dn i ряд

∑∞
n0
a(n)dn збiгаються i розбiгаються одно-

часно.

Про iнтеграли нам вiдомо

невласний iнтеграл вiд функцiїx−α
α > 1 α < 1 α = 1∫∞

1
dx
xα

+ − −∑∞
1

1
nα

+ − −
так само збiгаються i ряди.

Приклад 9
∑

n≥0

1√
n

α = 1
2
< 1 Oтже, ряд розбiжний.

Приклад 10
∑

n≥0

1
n2 α = 2 > 1 Oтже, ряд збiжний.

Розглянемо ряди, в яких an ≥ 0,∀n ≥ n0, тобто члени ряду починаючи з якогось члена всi невiд’ємнi.
Асимптотично-степенева ознака: Нехай an = O∗( 1

nα
), тобто lim

n→∞
ann

α = Const, тодi ряд
∑∞

n=0 an

збiгається , якщо α > 1 i розбiгається, якщо α ≤ 1.

Приклад 11
∑

n≥0

2n−1√
n5−3n+1

2n−1√
n5−3n+1

= O∗( 2n√
n5

) α = 1, 5 > 1 Oтже, ряд
∑

n≥0

2n−1√
n5−3n+1

збiжний .

Приклад 12
∑

n≥1

sin2 1
2n√

n4−3n+1

1
4n2√

n4−3n+1
= O∗( 1√

4n4
) α = 4 > 1 Oтже, ряд

∑
n≥0

sin2 1
2n√

n4−3n+1
збiжний .

Серед багатьох iнших ознак варто видiлити ще двi ознаки:
Ознака Д’Аламбера: Нехай lim

n→∞
an+1

an
= p, якщо p < 1 збiгається ряд

∑∞
n=0 an, якщо p > 1 ряд

розбiгається i якщо p = 1, тодi дослiджуємо далi iншою ознакою.
Ознака Д’Аламбера дуже корисна, коли у прикладi є степенi, факторiал n! = 1 ∗ 2 ∗ ... ∗ n . Рiдко але

зустрiчаються подвiйнi факторiали (2n + 1)!! = 1 ∗ 3 ∗ 5 ∗ ... ∗ (2n − 1) ∗ (2n + 1) добуток усiх натураль-
них непарних чисел. Розписуючи подвiйний факторiал, для спрощення виразу звернiть увагу на останнi
множники, не помилiться.

Приклад 13
∑

n≥1

n4

4n
lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n+1)44n

n44n+1 = lim
n→∞

1
4
(n+1

n
)4 = 1

4
< 1 Oтже, ряд

∑
n≥1

n4

4n
збiжний за

ознакою Д’Аламбера .

Приклад 14
∑

n≥1

nn

3nn!
lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n+1)n+13nn!
nn3n+1(n+1)!

= lim
n→∞

1
3
(n+1

n
)n n+1

n+1
= 1

3
lim
n→∞

(n+1
n

)n = 1
3
e < 1 Oтже,

ряд
∑

n≥1

nn

3nn!
збiжний за ознакою Д’Аламбера .

Радикальна ознака Кошi: Нехай lim
n→∞

n
√
an = p, якщо p < 1 збiгається ряд

∑∞
n=0 an, якщо p > 1 ряд

розбiгається i якщо p = 1, тодi дослiджуємо далi iншою ознакою.
Нагадаю, що ми розглядаємо додатнi ряди (an > 0).
Використовувати цю ознаку краще, якщо у вас є степiнь n у прикладi i точно немає факторiалiв.

Приклад 15
∑

n≥1
( 2n2−1

3n2+n−1
)n lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞
2n2−1

3n2+n−1
= 2

3
< 1 Oтже, ряд

∑
n≥1

( 2n2−1
3n2+n−1

)n збiжний за
радикальною ознакою Кошi .

Приклад 16
∑

n≥1
( 2n2−1

2n2+n−1
)n

2
lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
( 2n2−1

2n2+n−1
)n = 1∞ = lim

n→∞
e
n∗( 2n2−1

2n2+n−1
−1)

= lim
n→∞

e
− n2

2n2+n−1 =

e−
1
2 < 1 Oтже, ряд

∑
n≥1

( 2n2−1
2n2+n−1

)n
2 збiжний за радикальною ознакою Кошi .
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2.1 Знакозмiнний ряд.
Якщо елементи an змiнюють знак, тодi дослiджуємо ряд

∑∞
n=0 ‖an‖. Вiн знакосталий i дослiджується за

вищевказаними ознаками: НУЗ, асимтотично степенева ознака порiвняння, ознака Д’Аламбера, ознаки
Кошi радикальна та iнтегральна.

Якщо ряд
∑∞

n=0 ‖an‖ збiгається, тодi ряд
∑∞

n=0 an збiгається абсолютно.
Якщо ряд

∑∞
n=0 ‖an‖ розбiжний, тодi дослiджуємо ряд

∑∞
n=0 an на умовну збiжнiсть за ознаками

Лейбнiца або Дiрiхле.
Ознака Лейбнiца:
Для ряду

∑∞
n=0(−1)nan, якщо його члени an починаючи з деякого номера монотонно спадають до 0 на

нескiнченностi an → 0, n→∞ i an+1 < an, n > N.
Ознака Дiрiхле: Для ряду

∑∞
n=0 bnan, якщо 1)його для членiв an виконується an → 0, n → ∞ i

an+1 < an, n > N ;
2) iснує стала C для кожного N > 0 виконується ‖

∑N
n=0 bn‖ < C.

Приклад 17 Дослiдити ряд
∑∞

n=1
(−1)n

n
.

Ряд
∑∞

n=1 ‖
(−1)n

n
‖ =

∑∞
n=1

1
n
– гармонiчний ряд, вiн розбiжний.

Розглянемо ознаку Лейбнiца: an = 1
n
→ 0, n→∞ залишилось визначити чи спадає послiдовнiсть an.

Розглянемо цю послiдовнiсть як функцiю ax = 1
x
, нам потрiбна похiдна a′}x = − 1

x2
< 0 функцiя спадна.

Отже, послiдовнiсть спадна i ряд збiжний умовно.

Приклад 18 Дослiдити ряд
∑∞

n=1
sinn
n

.
Спочатку розглянемо ряд з доданками an = | sinn

n
|. Дoслiдимо на абсолютну збiжнiсть. Оцiнка | sinn

n
| <

1
n
не дасть вiдповiдi, оскiльки ряд

∑∞
n=1

1
n
розбiгається , це означає що ряд

∑∞
n=1

|sinn|
n

може i розбiгатися
i збiгатися.Треба шукати вiдповiдi iншим способом.

Представимо an = | sinn
n
| у наступному виглядi an = | sinn

n
| ≤ sin2n

n
= 1

2n
− cos2n

2n
. Зменшуване є гармонi-

чним рядом вiн розбiжний.
А вiд’ємник дослiдимо за ознакою Дiрiхле. 1) an = 1

2n
→ 0, n → ∞; ця послiдовнiсть спадна, бо

якщо розглянути вiдповiдну функцiю a(x) = 1
2x

i порахуємо її похiдну a′(x) = − 1
2x2

< 0, тодi похiдна буде
вiд’ємна, що i означає, що функцiя спадна.

2) Розглянемо суму |
∑N

0 cos2n| ≤
1

sin 2
2

∀N > 0, вона обмежена. Що й потрiбно для ознаки Дiрiхле. За

ознакою Дiрiхле ряд з елементами cos2n
2n

збiжний.
Отже, ряд з елементами | sinn

n
| розбiжний - збiжний=розбiжний.

Отже заданий ряд розбiгається абсолютно. Тепер розглянемо умовну збiжнiсть цього ряду. Це мо-
жна зробити аналогiчно дослiдженню вiд’ємника: 1) an = 1

n
→ 0, n→∞; ця послiдовнiсть спадна, бо

якщо розглянути вiдповiдну функцiю a(x) = 1
x
i порахуємо її похiдну a′(x) = − 1

x2
< 0, тодi похiдна буде

вiд’ємна, що i означає, що функцiя спадна. 2) Розглянемо суму |
∑N

0 sinn| ≤
1

sin 1
2

∀N > 0, вона обмежена.

Що й потрiбно для ознаки Дiрiхле. За ознакою Дiрiхле ряд з елементами sinn
n

збiжний умовно.

Зауваження.
Якщо в прикладi побачили cos чи sin, тодi використовуємо для дослiдження ознаку Дiрiхле для цих

функцiй можемо використовувати наступнi нерiвностi:

|
N∑
0

sinan| ≤ 1

|sina
2
|

|
N∑
0

cosan| ≤ 1

|sina
2
|
.

3 Ряди степеневi
Ряд

∑∞
n≥0

anx
n називаємо степеневим рядом.
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Для степеневого ряду
∑∞

n≥0
anx

n важливим є число R - радiус збiжностi. Якщо воно для вас вiдоме,
тодi для x ∈ (−R;R) ряд збiжний, а для x : |x| > R ряд розбiжний. Випадок, коли x = ±R дослiджу-
ється окремо зазвичай за допомогою вищеописаних ознак перевiряємо на збiжнiсть ряди

∑∞
n≥0

anR
n i∑∞

n≥0
an(−R)n.

Отже, важливо дiзнатись як обчислити цей радiус збiжностi.

R = lim
n→∞

| an
an+1

|.

ATTENTION PLEASE: У данiй формулi використовуються тiльки коефiцiєнти бiля xn.

Приклад 19 Для ряду
∑∞

n≥0
xn

n!
обчислити радiус i iнтервали збiжностi.

Що у нас an? Замiняємо xn на 1, i те, що залишається пiсля знаку сума – це i є коефiцiєнт an = 1
n!
.

Випишемо an+1, всюди у виразi для an замiняємо n на (n+ 1) : an+1 = 1
(n+1)!

.

R = lim
n→∞

| an
an+1
| = lim

n→∞
(n+1)!
n!

= lim
n→∞

n+ 1 = +∞. Радiус нескiнченний.

Це означає, що яке б дiйсне число замiсть х ви не пiдставили, ряд
∑∞

n≥0
xn

n!
буде збiжним. Тобто

iнтервали його збiжностi (−∞;∞).

Приклад 20 Для ряду
∑∞

n≥0 x
n обчислити радiус i iнтервали збiжностi.

В даному прикладi an = 1, а чому тодi дорiвнює an+1? Всюди у виразi для an замiняємо n на (n + 1)
:an+1 = 1. Отже радiус збiжностi дорiвнює R = lim

n→∞
| an
an+1
| = 1.

Це означає, якщо |x| < 1, тодi ряд збiжний, а якщо |x| > 1, тодi ряд розбiжний. Наприклад ряд∑∞
n≥0(1

2
)n-збiжний |1

2
| < 1, а ряд

∑∞
n≥0 2n-розбiжний, бо |2| > 1.

Що ж буде з рядом коли x = ±1?
Якщо x = 1, тодi ряд набуває вигляду

∑∞
n≥0(1)n = 1 + 1 + 1 + 1 + ..., вiн розбiжний, бо 1 не прямує до

0, не виконується НУЗ.
Якщо x = −1, тодi розглядаємо ряд

∑∞
n≥0(−1)n = −1 + 1 − 1 + 1 + ... i вiн розбiжний оскiльки не

виконується НУЗ.
Отже, ряд

∑∞
n≥0 x

n збiгається тiльки на iнтервалi (-1;1).

Iнодi зручнiше скористатися формулою Кошi-Адамара

1

R
= lim sup

n→∞

n
√
|an|

Приклад 21 Для ряду
∑∞

n≥0
(−1)nxn

(1+ 1
n

)n2
обчислити радiус i iнтервали збiжностi.

В даному прикладi |an| = 1

(1+ 1
n

)n2
. Оскiльки у виразi є степiнь n, то краще використати формулу

Кошi-Адамара. (Насправдi тут багато n, якi замiнювати на (n+1) менi не дуже хочеться i ще менi
щось пiдказує, що границя буде не дуже приємною, а за допомогою формули К.-А. я хоча б зменшу
степiнь).

Отже, 1
R

= lim sup
n→∞

1

(1+ 1
n

)
n2
n

= lim sup
n→∞

1
(1+ 1

n
)n

= 1
e
.

Отже, радiус R = e, якщо x ∈ (−e; e) ряд
∑∞

n≥0
(−1)nxn

(1+ 1
n

)n2
збiгається, якщо |x| > e ряд розбiжний, i

якщо x = ±e, тодi ряди
∑∞

n≥0
(−1)n(±e)n

(1+ 1
n

)n2
дослiджуємо окремо, наприклад за коре невою ознакою Кошi.

Ряд Тейлора.
Насправдi, цiкаво i зручно будь-яку функцiю розписати як степеневий ряд, хоча б для деяких х.

Рядом Тейлора в т.а для нескiнченно диференцiйовної в околi цiєї точки функцiї f називається

T (x, a) = f(a) +
f ‘(a)

1!
(x− a) +

f“(a)

2!
(x− a)2 + ...+

f (n)(a)

n!
(x− a)n + ... =

∞∑
0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

с. 5
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Ряд Маклорена, це ряд Тейлора в околi 0 , зазвичай використовується частiше

T (x, 0) = f(0) +
f ‘(0)

1!
(x) +

f“(0)

2!
(x)2 + ...+

f (n)(0)

n!
(x)n + ... =

∞∑
0

f (n)(0)

n!
(x)n.

Для елементарних функцiй є вже готовi ряди Маклорена, якими можна користуватися для розкладу
функцiї в околi 0.

(1)

ex =
∞∑
0

xn

n!
, R =∞.

(1)

ex =
∞∑
0

xn

n!
, R =∞

(2)

sinx =
∞∑
0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, R =∞.

(3)

cosx =
∞∑
0

(−1)nx2n

(2n)!
, R =∞.

(4)

ln(x+ 1) =
∞∑
1

(−1)n−1xn

n
, R = 1.

(5)

(x+ 1)α = 1 +
∞∑
1

α(α− 1)...(α− n+ 1)xn

(n)!
, R = 1.

(6)
1

1− x
=
∞∑
0

xn, R = 1.

Звiдки взялися цi формули? Вiзьмемо наприклад функцiю ex. Обчислемо n-ту похiдну цiєї функцiї в
точцi 0 (ex)(n) = ex|x=0 = 1. З означення многочлена Маклорена пiдставляємо замiсть f (n)(0) 1 i маємо
T (x) =

∑∞
0

1
n!

(x)n, його радiус ми рахували в прикладi №19.
Формулу 6 можна виписати з 5-тої враховуючи, що α = −1 i замiсть х в формулi пишемо -х.
Як же цими формулами користуватися?
Розглянемо декiлька прикладiв:

Приклад 22 Розкласти функцiю f(x) = 1
x−3

в степеневий ряд в околi 0 i вказати радiус збiжностi.
Спочатку глянувши на вигляд функцiї f(x) = 1

x−3
, спробуємо пiдiбрати формулу. В даному випадку

перетворимо функцiю, щоб вона була схожою на функцiю в (6)-тiй формулi: f(x) = 1
x−3

= − 1
3−x =

− 1
3(1−x

3
)
. У формулi 1 у знаменнику, а у функцiї 3, тому ми виносимо 3 за дужки.

Застосовуємо формулу (6) записуючи x
3
замiсть х .

f(x) = −1
3

∑∞
0 (x

3
)n = −

∑∞
0

xn

3n+1 .
Наступний крок, треба вказати радiус. Тут можна пiти першим шляхом, як в прикладах 19-21, або

є ще один спосiб.
Ви використовуєте формулу (6) в якiй радiус збiжностi дорiвнює 1, замiсть х використовуємо x

3
,

отже ряд збiгається для х:|x
3
| < 1, це те ж саме що й |x| < 3 отже радiус R = 3.

с. 6
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Приклад 23 Розкласти функцiю f(x) = ln(2−x) в степеневий ряд в околi 0 i вказати радiус збiжностi.
Логарифми у нас у формулi (4), треба 2 перетворити математичними дiями на 1, ми знаємо що

логарифм добутку, це сума логарифмiв вiд множникiв: f(x) = ln2(1−x
2
) = ln2+ln(1−x

2
). Використовуємо

формулу (4) замiсть х записуємо −x
2
.

f(x) = ln2 + ln(1− x
2
) = ln2 +

∑∞
1

(−1)n−1(−x
2

)n

n
= ln2 +

∑∞
1

(−1)n−1(−1)nxn

2nn
= ln2−

∑∞
1

xn

2nn
.

Радiус збiжностi порахувати можна за формулою К.-А. 1
R

= lim
n→∞

n

√
1

2nn
= 1

2
lim
n→∞

n

√
1
n

= 1
2
.

Тут ми використали, що lim
n→∞

n
√
n = 1. Отже радiус R = 2.

Iнша версiя: ми використали формулу 4 з радiусом 1 замiсть х писали −x
2
, тому | − x

2
| < 1, що

рiвносильне |x| < 2. Отже радiус R = 2.

Приклад 24 Розкласти функцiю f(x) = sin2xcos5x в степеневий ряд в околi 0 i вказати радiус збiжно-
стi.

Перетворимо трiшки функцiю використавши формулу добутку синуса на косинус
f(x) = 1

2
(sin(2x+ 5x) + sin(2x− 5x)) = 1

2
(sin(7x)− sin(3x)).

Використовуємо формулу (2) у першому доданку замiсть х пишемо 7х, у другому 3х.
f(x) = 1

2
(sin(7x)− sin(3x)) = 1

2
(
∑∞

0
(−1)n(7x)2n+1

(2n+1)!
−
∑∞

0
(−1)n(3x)2n+1

(2n+1)!
) = 1

2
(
∑∞

0
(−1)n(x)2n+1((7)2n+1−(3)2n+1)

(2n+1)!
.

Ряд, який в цьому прикладi використовується має нескiнченний радiус, тому ряд, який ми отримали
має також нескiнченний радiус.

Приклад 25 Розкласти функцiю f(x) = x−1√
x2−2x+8

в степеневий ряд в околi 1 i вказати радiус збiжностi.
Оскiльки розкласти в ряд треба в околi 1, це означає що ми шукаємо ряд типу

∑∞
0 an(x− 1)n.

Тому, щоб використовувати формули (1)-(6), менi потрiбно зробити замiну t = x − 1 в функцiї i
розкладувати нову функцiю в околi 0 вже.

x = t+1, тому f(t) = t√
(t+1)2−2t−2+8

= t(t2 +7)−
1
2 = t√

7
( t

2

7
+1)−

1
2 . Другий множник можемо розкласти

використовуючи формулу (5), де замiсть x пiдставляємо t2

7
i α = −1

2
.

f(t) = t√
7
(1 +

∑∞
1

(− 1
2

)(− 3
2

)...(− 1
2
−n+1)t2n

7n(n)!
) = t√

7
+
∑∞

1
(−1)n(1∗3∗...∗(2n−1))t2n+1

2n7n+
1
2 (n)!

.

Залишається вказати радiус, у формулi (5) радiус 1 замiсть х писали t2

7
, отже | t2

7
| = t2

7
< 1, що

рiвносильна нерiвностi t2 < 7, яка в свою чергу рiвносильна |t| <
√

7. Отже радiус R =
√

7.

Виконавши обернену замiну повертаємось до х f(x) = x−1√
7

+
∑∞

1
(−1)n(1∗3∗...∗(2n−1))(x−1)2n+1

2n7n+
1
2 (n)!

з радiусом

збiжностi R =
√

7.

Ряди Фур’є

F (x) =
a0

2
+
∞∑
1

ancos
nπx

l
+ bnsin

nπx

l

називається рядом Фур’є перiоду 2l. 2l-перiодичну функцiю F можна розкласти в ряд Фур’є перiоду 2l на
вiдрiзку [−l; l]. Коефiцiєнти тодi обчислюються за формулами:

an =
1

l

l∫
−l

f(x)cos
nπx

l
dx;

bn =
1

l

l∫
−l

f(x)sin
nπx

l
dx;

a0 =
1

l

l∫
−l

f(x)dx.

с. 7
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Якщо f – функцiя парна, тодi коефiцiєнти

an =
2

l

l∫
0

f(x)cos
nπx

l
dx;

bn = 0;

a0 =
2

l

l∫
0

f(x)dx.

Якщо f – функцiя непарна, тодi
an = 0;

bn =
2

l

l∫
0

f(x)sin
nπx

l
dx;

a0 = 0.

В даних випадках користуємось фактом, що для парної функцiї iнтеграл по симетричному вiдрiзку
дорiвнює двом iнтегралам по половинi вiдрiзку. А iнтеграл вiд непарної функцiї по симетричному вiдрiзку
дорiвнює 0.

Заувага:) Якщо на вiдрiзку [−l; l] функцiя має скiнченну кiлькiсть точок розриву першого роду-не
лякайтесь- тодi ряд Фур’є в цих точках збiгається до наступного значення

F (x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2

, просто зважайте на цi точки розриву.

Приклад 26 Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = x на a)[-1;1]; b) [0,1] по косинусам кратних дуг з
перiодом 2;c)[0,1] по синусам кратних дуг з перiодом 2.

Функцiя f(x) = x є непарною функцiєю, тому її ряд Фур’є складатиметься тiльки з синусiв кратних
дуг, тому пункт а) i с) спiвпадають.

Коефiцiєнти an = 0, n = 0, 1, ... i bn = 2
∫ 1

0
xsinnπx = −2 x

nπ
cosnπx + 2 sinnπx

(nπ)2
|10 = − 2

nπ
cosnπ =

2
nπ

(−1)n+1.

Отже, x =
∑∞

1
2
nπ

(−1)n+1sinnπx, x ∈ [−1; 1].
b) функцiю f(x) = x треба розкласти по косинусам кратних дуг на [0,1] з перiод, це означає, що на

вiдрiзку [-1;1] функцiя повинна бути парна. Отже, якщо маємо y = f(x), x ∈ [0; 1], тодi y = f(−x), x ∈
[−1; 0] i тодi на вiдрiзку [-1;1] функцiя повинна парна, отже bn = 0, a an = 2

∫ 1

0
xcosnπx = 2 x

nπ
sinnπx +

2 cosnπx
(nπ)2

|10 = 2((−1)n−1)
(nπ)2

.

Оскiльки, у знаменнику замiсть n пiдставити 0 не можемо, то прийдеться порахувати a0 окремо,
отже, a0 = 2

∫ 1

0
xdx = 1

Отже, x = 1
2

+
∑∞

1
2

(nπ)2
((−1)n − 1)cosnπx, x ∈ [0; 1].

Розглянемо приклад з функцiєю загального виду, яка має точку розриву першого роду на вiдрiзку.

Приклад 27 Розкласти в ряд Фур’є функцiю y =

{
−1 x ∈ (0, π]
2 x ∈ [−π; 0)
0 x = 0

з перiодом 2π.

В даному прикладi треба порахувати усi коефiцiєнти, крiм того, вiдрiзок iнтегрування потрiбно
розбити на два, тому

an =
1

π
(

0∫
−π

2cosnxdx+

π∫
0

(−1)cosnxdx) =
1

π
(
2

n
sinnx|0−π −

1

n
sinnx|π0 ) = 0.

с. 8
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a0 =
1

π
(

0∫
−π

2dx+

π∫
0

(−1)dx) =
1

π
(2π − π) = 1,

bn =
1

π
(

0∫
−π

2sinnxdx+

π∫
0

(−1)sinnxdx) =
1

π
(− 2

n
cosnx|0−π+

1

n
cosnx|π0 ) =

1

π
(− 2

n
(1−(−1)n)+

1

n
(((−1)n−1)) =

3

nπ
(((−1)n−1)).

Отже, y = 1
2

+
∑∞

1
3
nπ

(((−1)n − 1))sinnx, x ∈ [−π; π]/{0}.
Точка 0- точка розриву стрибок, чому дорiвнює значення ряду у цiй точцi?

F (0) =
−1 + 2

2
=

1

2
.

А значення функцiї iнакше 0, тому функцiю розкладаємо в точках її неперервностi.

Як же поширити цей розклад на випадок коли вiдрiзок несиметричний?
Розкладатимемо функцiю y = f(x) на вiдрiзку [a; b] з перiодом T = b− a. Якщо позначити за l = T

2
=

b−a
2
, тодi коефiцiєнти для ряду Фур’є в даному випадку рахуватимемо за наступними формулами.

an =
1

l

b∫
a

f(x)cos
nπx

l
dx;

bn =
1

l

b∫
a

f(x)sin
nπx

l
dx;

a0 =
1

l

b∫
a

f(x)dx.

В них вiдрiзняються лише межi iнтегрування.

Приклад 28 Розкласти в ряд Фур’є функцiю y = ex на вiдрiзку [2, 4] з перiодом 2.
В даному прикладi l = 2

2
= 1. Обчислимо коефiцiєнти

an =

4∫
2

excosnπxdx

i

bn =

4∫
2

exsinnπxdx.

В даному випадку ми можемо скориставшись комплексними числами i формулою eiϕ = cosϕ+ isinϕ,
обчислити швиденько два iнтеграли разом(це можна зробити окремо методом iнтегрування частинами
по два рази кожний iнтеграл.)

Отже an+ibn =
∫ 4

2
ex(cosnπx+isinnπx)dx =

∫ 4

2
einπx+xdx = einπx+x

inπ+1
|42 = einπ4+4

inπ+1
− einπ2+2

inπ+1
= e4 cos4nπ+isin4nπ

1+inπ
−

e2 cos2nπ+isin2nπ
1+inπ

= (e4 − e2) 1−inπ
1+(nπ)2

.

Отже an = (e4 − e2) 1
1+(nπ)2

–дiйсна частина комплексного числа,яке отримали.
Вiдповiдно bn = (−e4 + e2) nπ

1+(nπ)2
– уявна частина, коефiцiєнт бiля i.

Щоб порахувати a0 достатньо пiдставити в an 0 замiсть n, отже, a0 = (e4 − e2).
Таким чином, ряд Фур’є для даної функцiї

ex =
e4 − e2

2
+
∞∑
1

(e4 − e2)
1

1 + (nπ)2
cosnπx+ (−e4 + e2)

nπ

1 + (nπ)2
sinnπx, x ∈ [2; 4].

с. 9


