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1 КОМПЛЕКСНI ЧИСЛА.
Розв’яжiмо квадратне рiвняння x2+x+1 = 0. Для цього спочатку знайдемо дискримiнантD = 12−4∗1∗1 =
−3. На множинi дiйсних чисел дане рiвняння розв’язку немає, але якщо ввести уявну одиницю ’i’, для якої
виконується наступне правило i2 := −1, тодi можна знайти два розв’язки даного рiвняння. Вони будуть
x1,2 =

−1±
√
3i

2
.Таким чином множину дiйсних чисел розширимо до множини комплексних чисел.

Число z = a+ ib, a ∈ R, b ∈ R називається комплексним числом. Число a = Rez називається дiйсною
частиною комплексного числа z, число b = Imz – уявною частиною. Числа z = a + 0i = a є дiйсними
числами, а числа z = 0 + ib = ib називаються суто уявними числами.

Порiвнювати комплекснi числа не можна, але два комплекснi числа рiвнi, якщо рiвнi їх дiйснi та уявнi
частини вiдповiдно, тобто,

z1 = z2 ↔
{

Rez1 = Rez2
Imz1 = Imz2.

ОПЕРАЦIЇ НАД КОМПЛЕКСНИМИ ЧИСЛАМИ.
Щоб виконати дiї додавання, вiднiмання, множення двох комлексних чисел запишiть вираз вiдокремлю-
ючи кожне комлексне число дужками, а тодi вiдкрийте дужки за правилами дистрибутивного закону
дiйсних чисел, не забувайте при цьому, що i2 = −1 i нiчого складного тут не знайдете. Результатом ви
повиннi отримати комплексне число, тобто дiйсна частина додати уявну домножену на i.

Додавання: z1 + z2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2).
Множення z1z2 = (a1a2 − b1b2) + i(a2b1 + a1b2)

Приклад 1 Додати комплекснi числа z1 = −3 + 2i, z2 = 5 − 3i. Розв’язання. z1 + z2 = (−3 + 2i) +
(5− 3i) = (−3 + 5) + i (2− 3) = 2− i.

Приклад 2 Перемножити комплекснi числа z1 = −3+2i, z2 = 5−3i. Розв’язання. z1z2 = (−3 + 2i) (5− 3i) =
(−3 · 5− 6i2) + i (2 · 5 + 32) = −11 + 19i.

Важливою операцiєю для комплексних чисел є вiдшукання спряженого числа даному комплексному
числу. Якщо z = a+ ib, тодi спряженим до нього буде число z = a− ib. Тобто змiнюємо знак бiля уявної
одиницi.

Приклад 3 Написати спряженi до комплексних чисел z1 = −3 + 2i, z2 = 5− 3i, z3 = 5, z4 = 2i. Розв’я-
зання.

z1 = −3− 2i.

z2 = 5 + 3i.

Третє число дiйсне, тому спряжене залишиться без змiн

z3 = 5.

В суто уявному четвертому числi змiниться знак на протилежний

z4 = −2i.

Що станеться, якщо комплексне число домножити на його спряжене?

Приклад 4 Перемножити комплекснi числа на їх спряженнi z1 = −3 + 2i, z2 = 5 − 3i, z3 = 5, z4 = 2i.
Розв’язання.

z1z1 = (−3− 2i) (−3 + 2i) = це рiзниця квадратiв = 9− 4i2 = 9 + 4 = 13.

z2z2 = (5 + 3i) (5− 3i) = 25− 9i2 = 25 + 9 = 34.

z3z3 = 5 · 5 = 25.

z4z4 = −2i · (2i) = 4.

Отже, в загальному виглядi zz = (a+ ib) (a− ib) = a2 + b2.
!!Добуток комплексного числа на його спряжене є додатнiм числом, сума квадратiв його дiйсної та

уявної частини.!!
Тепер розглянемо дiлення комплексних чисел: для того щоб отримати в результатi комплексне чи-

сло, нам потрiбно перетворити комплексне число в знаменнику в дiйсне, а ми це можемо зробити, якщо
домножити чисельник i знаменник на спряжене.
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Приклад 5 Подiлити z1 на z2 комплекснi числа z1 = −3 + 2i, z2 = 5 − 3i. Розв’язання. z1
z2

= −3+2i
5−3i =

(−3+2i)(5+3i)
(5−3i)(5+3i)

= −21+i
25+9

= −21
34

+ 1
34
i. Дiйсна частина тут −21

34
уявна частина 1

34
.

Ще одне питання яке хотiлося б зачепити у цiй частинi це степенi уявної одиницi i. Почнемо з
прикладiв:

Приклад 6 Обчислити z1 = i72, z2 = i75, z3 = i−1.
Розв’язання. Ми знаємо, що i2 = −1 використовуючи цi знання, роздiлемо степiнь 72 на 2 i отри-

маємо
z1 =

(
i2
)36

= (−1)36 = 1.

З iншої сторони можемо зауважити, що i4 = 1 та 72 : 4 = 18, тому z1 = 1.
z2 = i75 = ii74 = i(i2)37 = −1. Порахуємо z3 = 1

i
= i

i2
= −i.

Отже, нехай потрiбно обчислити in, якщо степiнь n дiлиться нацiло на 4 тодi in =
1;якщо якщо степiнь n парна, але не дiлиться нацiло на 4 тодi in = −1; якщо степiнь n
непарна, тодi записуємо in = in−1i та розглядаємо чи дiлить на 4 число n− 1.

Форма z = a+ ib-називається алгебраїчною формою комплексного числа.

2 Тригонометрична, показникова форми комплексного числа.
Комплексне число можуть задавати просто два дiйсних числа: дiйсна та уявна частини. На декартовiй
площинi ми можемо вiдкласти по осi абсцис дiйсну частину а по осi ординат(уявна вiсь) уявну частину i
поставити у вiдповiднiсть комплексному числу точку на декартовiй площинi. З’єднавши з початком ко-
ординат, матимемо радiус-вектор. Його можна задати задомогою довжини вектора(модуль комплексного
числа) та кута нахилу вектора до додатнього напрямку осi 0х (аргумент комплексного числа).

Якщо комплексне число z = a + ib, то модулем цього числа будемо називати число ρ =
√
a2 + b2 -

довжина вектора з координатами (a,b).
Якщо a > 0, тобто кут нахилу вектора (a,b) до осi абсцис з iнтервалу (−π

2
; π
2
), тодi аргумент ком-

плексного числа можна порахувати ϕ = arctg b
a
, якщо a > 0, тодi потрiбно приплюсовувати π, тобто

ϕ = arctg b
a
+ π. Якщо комплексне число є суто уявним, тодi отримуємо точку на осi ординат i в залежно-

стi вiд знаку b аргумент дорiвнюватиме ±π
2
.

Маючи модуль i аргумент комплексного числа, ми можемо комплексне число записати в однiй з форм:

z = ρ(cosϕ+ isinϕ) тригонометрична форма

z = ρeiϕ показникова форма.
!! У тригонометричнiй формi бiля i записаний синус, завжди, у косинуса i синуса одинаковi аргументи. !!

Приклад 7 Записати числа в тригонометричнiй та показниковiй формi:z1 = −3, z2 = 5 − 5i, z3 =
−2 + i, z4 = 2i.

Розв’язання. Почнемо з першого числа, визначимо дiйсну та уявну частини: a1 = −3 < 0, b1 = 0.
Модуль числа |z1| =

√
9 + 0 = 3. Оскiльки дiйсна частина вiд’ємна то до арктангенса додаємо ще π:

argz1 = ϕ = π+arctg0 = π. Отже, тригонометрична форма z1 = 3(cosπ+ isinπ), z1 = 3eiπ – показникова
форма.

Для числа z2 = 5 − 5i дiйсна частина a = 5 > 0 , уявна b = −5. Модуль |z2| =
√
50 = 5

√
2, аргумент

ϕ = arctg(−1) = −π
4
. Отже, тригонометрична форма z1 = 5

√
2(cos(−π

4
) + isin(−π

4
)), z1 = 5

√
2e−i

π
4 –

показникова форма.
Для числа z3 = −2 + i дiйсна частина a = −2 < 0 , уявна b = 1. Модуль |z3| =

√
5, аргумент ϕ = π +

arctg(−1
2
) = π−arctg(1

2
). Отже, тригонометрична форма z3 =

√
5(cos(π−arctg(1

2
))+ isin(π−arctg(1

2
))),

z3 =
√
5ei(π−arctg(

1
2
)) – показникова форма.

Залишилось останнє число z4 = 2i. Дiйсна частина a = 0 , уявна b = 2. Модуль |z4| = 2, щоб
обчислити аргумент комплексного числа зобразимо в декартовiй площинi точку (0;2) вона на додатнiй
частинi осi ординат, кут мiж вiссю ординат i додатнiм напрямком осi абсцис π

2
. Отже аргумент

дорiвнює ϕ = π
2
. Отже, тригонометрична форма z4 = 2(cos(π

2
) + isin(π

2
)), z4 = 2ei

π
2 – показникова

форма.
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3 Операцiї з комплексними числами в тригонометричнiй показни-
ковiй формах.

Iнодi для множення i дiлення комплексних чисел зручною є показникова форма.
Щоб перемножити два комплекснi числа перемножаємо їх модулi, а аргументи додаємо.

z1z2 = ρ1ρ2e
i(ϕ1+ϕ2).

Щоб подiлити комплексне число на друге дiлимо вiдповiдно їх модулi, а аргументи вiд-
повiдно вiднiмаємо(вiд аргумента дiленого вiднiмаємо аргумент дiльника).

z1
z2

=
ρ1
ρ2
ei(ϕ1−ϕ2).

Щоб пiднести комплексне число до степенi, пiдносимо до цiєї степенi модуль, а аргумент
домножаємо на степiнь.

zn1 = ρneinϕ1 .

Якщо z = ρeiϕ, тодi спряжений до нього матиме вигляд
z = ρe−iϕ.

!!!Зауважимо, що eiϕ = ei(ϕ+2πk).!!! ϕ = argz– головне значення аргументу з яким ми в основному
працюємо, а ϕ+ 2πk = Argz– аргумент комплексного числа.

Приклад 8 Обчислити вираз:z = (5−5i)2016
(−
√
3+i217)90

.

Розв’язання. Спочатку запишемо для кожного комплексного числа показниковi форми: отже, z1 =
5 − 5i = 5

√
2e−i

π
4 з попереднього прикладу 7, в знаменнику у нас число z2 = −

√
3 + i217 i217 = ii216 = i,

оскiльки 216 дiлиться на 4 нацiло. Отже друге комплексне число z2 = −
√
3+ i, a = −

√
3 < 0, b = 1 тому

|z2| = 2, argz2 = π + arctg(− 1√
3
) = 5π

6
. Його показникова форма z2 = 2e

5π
6 .

Чисельник (5− 5i)2016 = 5201621008e−i54π = 501008(cos(−i54π) + isin(−i54π)) = 501008.

Знаменник z902 = 290ei
450π
6 = 290ei75π = 290(cos75π + isin75π) = −290. Отже вираз z = (5−5i)2016

(−
√
3+i217)90

=

−501008

290
.

Знаходження кореня n-того степеня з комплексного числа.
Для знаходження кореня n-того степеня з комплексного числа нам потрiбна показникова форма ком-

плексного числа, але з великим аргументом, тобто z = ρei(φ+2πk), k ∈ Z.
В комплекснiй площинi корiнь n-того степеня має n рiзних значень, а саме

n
√
z = z

1
n = n
√
ρei

φ+2πk
n , k = 0, n− 1.

Приклад 9 Розв’язати рiвняння в комплекснiй площинi: z4 + 1 = 0. Розв’язання. Перепишемо рiвня-
ння z4 = −1. Отже z = 4

√
−1. Щоб визначити якi це числа, потрiбно записати -1 в показниковiй формi:

a = −1 < 0, b = 0 тому | − 1| = 1, Arg(−1) = π + arctg0 + 2πk = π + 2πk. Отже показникова форма
−1 = ei(π+2πk). I коренi рiвняння мають вигляд z = 4

√
−1 = ei

π+2πk
4 , k = 0, 1, 2, 3. Випишемо їх алгебраїчний

вигляд для кожного к:
z0 = cos(

π

4
) + isin(

π

4
) =

1√
2
(1 + i);

z0 = cos(
3π

4
) + isin(

3π

4
) =

1√
2
(−1 + i);

z0 = cos(
5π

4
) + isin(

5π

4
) =

1√
2
(−1− i);

z0 = cos(
7π

4
) + isin(

7π

4
) =

1√
2
(1− i).

Приклад 10 Розв’язати рiвняння в комплекснiй площинi: z4−z2+1 = 0. Розв’язання. Зробимо замiну
z2 = t. Отримаємо рiвняння t2 − t + 1 = 0. Його розв’язками в комплекснiй множинi є числа t1,2 =
1±
√
3i

2
. Тепер треба обчислити

√
t1,2. Для цього знайдемо показникову форму для цих чисел. Модуль в

них однаковий |t1,2| = 1. Аргументи Argt1 = arctg
√
3 + 2πk = π

3
+ 2πk,Argt2 = −arctg

√
3 + 2πk = −π

3
+

2πk, k ∈ Z. Отже, показниковi форми для цих чисел матимуть наступний вигляд t1, 2 = e±
π
3
+2πk. Беремо

квадратний корiнь i виписуємо розв’язки: z0,1 = e±
π
6 =

√
3
2
± i1

2
, z2 = e

7π
6 = −

√
3
2
− i1

2
, z3 = e

5π
6 = −

√
3
2
+ i1

2
.
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